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ÉTUDE 

SUR LA 

VARIATION DE U FORCE ÉLECTROMOTRICE 

DES PILES AVEC LA PRESSION; 
PAR M. Henw GILBAULT, 

Agrégé de l'Université, Professeur de Physique au Lycée de Toulouse. 



INTRODUCTION. 

Dans ce travail, je me suis proposé; d'é;t^dieF>rinflucnce de la pression 
sur la valeur de la force électromotricè des piles. Une première Partie en a 
été consacrée à l'influence de la pression sur la force, électromotrice des 
piles révcrsibleSy c'est-à-dire, une pile réversible étant donnée, chercher 
expérimentalement quelle est la valeur de sa force électromotrice à des 
pressions variables auxquelles on la soumet, puis, ces résultats expérimen- 
taux étant obtenus, les comparer aux résultats théoriques déduits de la 
théorie de l'énergie libre de M. H. von Helmholtz. Si l'accord s'établit, ce 
travail pourra en quelque sorte servir de vérification a posteriori do la 
théorie et en devenir ainsi une sanction. 

Dans le cas des éléments non r^versibleSj par exemple des éléments 
polarisés, les résultats obtenus n'ont aucune théorie à vérifier; mais ils 
obéissent à des lois expérimentales qui pourront nous donner des indi- 
cations sur la façon dont se produisent les réactions chimiques sous les 
fortes pressions. 
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PREMIÈRE PARTIE. 
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£\P^^E THfcTiKIOtX GENERAL 



iy^-hf^u'^/u iéii i^hhfft le courant d'une pile dans un conducleur, on con- 
k\MUt<\uA hit dévekij>f-K; de la chaleur dans le circuit, en y comprenant la 
j/île.^>tte cU^l/fiur^ que nous d<*sîgnerons sous le nom de chaleur roliatque, 
f^jJte d'uri^ d'fjxfnise de travail dans la pile; elle est due, dans le cas d'une 
f^l^ d^ \V>lta^ â la diiHM>lution du zinc dans Tacide. A ce travail chimique 
'//rrei'j/^/fid une c^frtaîne quantité de chaleur que nous désignerons sous le 
tupu$ d^ ftluiU'Mr t'himique. 

\m chaleur vollaïque a, comme nous venons de le dire, pour source la 
/'hai/fur chimique; elle peut donc être égale ou inférieure à cette quantité. 

Au c^immenœment de ce siècle, on avait adopté la première de ces solu- 
tion» et Ton croyait que la chaleur voltaïque était égale à la chaleur chi- 
mique. M* Va\. Becquerel (*) disait : « La quantité de chaleur dégagée 
|Kfndant Tunité de temps dans le circuit tout entier est égale à la quantité 
de chaleur Q que dégagerait la réaction chimique dont la pile est le siège 
pendant Tunité de temps, si cette réaction ne produisait aucun courant. » 

l^^nvre (') est le premier qui ait étudié expérimentalement cette propo- 
Hition. A cet effet, ce physicien comparait la quantité de chaleur Q dégagée 
dans le circuit total d'une pile à la quantité de chaleur Q' que fournirait la 
m^me réaction si elle se produisait sans engendrer aucun courant. Or Q 
peut se calculer facilement : il suffît de remarquer que la quantité de chaleur 
dégagée pendant Tunité de temps dans le circuit tout entier se compose, 
d'une part, de la quantité de chaleur q dégagée dans le conducteur inter- 
polaire et qu'on j>eut mesurer directement au calorimètre, d'autre part, de 
la quantité de chaleur q' dégagée dans la pile par suite du passage du cou- 



( ' ) r>iin«) cette Parlf^ de oion tra%*ail, j*ai fait de nombreux emprunts au Potentiel ther- 
^(^^yfirtmffftt^ de M. f>uhem. 

r * ) Fn. Birrot KRKL. Court iV (électricité et de Magnétitme. 

r ' } P. V. FiVRiç, /techerchet thermiquet $ur let courantt hydro-électriques {Comptes 
''M.7tr^ ///» /• irrtdémie det Sciences, %. XLVI. p, 5>«; i8>8; t. XLVII, p. 599; i858). • 
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rant; or, d'après la loi de Joule, on a 



^ — '1 



et, comme on peut mesurer le rapport des résistances r et r' des deux cir- 
cuits, on peut, delà relation précédente, déduire la valeur de q' et, par suite, 
de Q = y -h y', qui n'est autre que la chaleur voltaïque. En second lieu, par 
des recherches calorimétriques s'appliquant à la réaction chimique, seule 
exempte de tout courant électrique, Favre mesurait la quantité de cha- 
leur Q' produite et constatait qu'elle était différente de celle trouvée pré- 
cédemment. « Toute la chaleur que développe l'action chimique, disait 
Favre, ne se retrouve pas dans le circuit, puisque celui-ci donne toujours, 
quelque soit son développement, dans les expériences inscrites au Tableau, 
le nombre constant 1 5oo, tandis que l'action chimique produit i8 685 unités 
de chaleur; une quantité qui serait (dans les conditions où je me suis placé) 
de 3Goo calories environ, est employée à vaincre une résistance sur la na- 
ture de laquelle je n'oserais émetlre aucune hypothèse. Il faut donc ad- 
mettre qu'une partie du travail moteur qui s'exerce entre les éléments chi- 
miques que j'ai mis enjeu ne peut pas concourir à produire le travail utile 
que l'on cherche à réaliser dans les électromoteurs. » 

Comme on le voit, lors de ses premiers travaux, Favre n'indiquait pas la 
cause delà divergence entre les idées admises et l'expérience: ill'attribuait 
à une résistance sur la nature de laquelle il n^ osait se prononcer. 

Plus tard ('), il chercha à rétablir l'accord entre les données de l'expé- 
rience et la proposition de M. Becquerel. Il imagina d'une façon absolu- 
ment arbitraire de distinguer en deux classes les réactions dont une pile 
est le siège; les unes concourraient à la formation du courant et suivraient 
la loi de M. Becquerel; les autres, parmi lesquelles il plaçait la condensa- 
tion de l'hydrogène sur le platine et le passage de Thydrogcnc de l'état 
actif à l'état ordinaire, sans contribuer en rien au mouvement de l'électri- 
cité, contribueraient en même temps que les premières au dégagement de 
chaleur qui se produit dans la pile. 

La comparaison de la chaleur voltaïque à la chaleur chimique fut ensuite 



(*) P.- A. Favre, Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, 
t. LXXV; 1877. 
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reprise par M. Raoult (*), qui arriva à des résultats analogues à ceux de 
Favre et les expliqua au moyen des mêmes idées. 

D'autre part, en 1869, M. Ediund (^) énonçait la proposition suivante : 
« La quantité de chaleur que les phénomènes chimiques produisent dans les 
couples n'a aucune relation immédiate avec la chaleur consommée par les 
forces électromotrices, et, par conséquent, cette dernière ne peut être cal- 
culée au moyen de la première. » 

En i883, M. Ediund (') publia un second Mémoire destiné à appuyer 
cette proposition et dans lequel, abandonnant complètement les idées de 
Favre et de M. Raoult, il démontre l'inexactitude des idées admises alors 
et rejette complètement la proposition de M. Becquerel. 

Depuis, d'autres expérimentateurs, JuliusThomsen(*), M.-F. Braun(*), 
A. Wright et G. Thompson (*^), Herroun (^) ont confirmé le fait et me- 
suré pour plus de cent couples la chaleur voltaïque et la chaleur chimique. 
En général, ces deux quantités sont distinctes, mais peuvent être, comme 
l'ont montré A. Wright et G. Thompson dans le cas d'éléments de la forme 
de l'élément Daniell, reliées entre elles par la formule 

E =:i Cj — Cl -+- Kj — K|, 

E étant la force électromotrice de la pile; 
G2 et G, les chaleurs de formation des dissolutions employées; 
Kj et K, deux constantes voltaïques spécifiques pour chaque métal supposé 
de même nature que celui de la dissolution dans laquelle il plonge. 

Si, abandonnant le côté expérimental et les hypothèses que nous venons 
de développer, nous cherchons les premières idées théoriques exactes 
émises sur la question qui nous intéresse, nous ne trouvons rien avant 
llirn (*). Ge savant admettait que la chaleur dégagée dans une réaction 



(*) R.-M. Raoult, Annales de Chimie et de Physique, 4* série, t. II, p. 817; 1864; 
î« série, t. IV, p. 892; i865. 

(*) Edlund, Annales de Chimie et de Physique, t. XVIII, p. 463; 1869. 

(') Edlund, Wied. Ann, der Physik und C hernie, t. XIX, p. 287; i883. 

(^) J. Thomsen, Wied, Ann, der Physik und Chemie, t. XI, p. 246; 1880. 

(») M.-F. Braun, Wied, Ann, der Physik und Chemie, t. XVI, p. 56i; 1882: t. XVII, 
p.. 593; 1882. 

(•) A. WaiGHT et C. Thompson, Philosophical Magazine, série 5, t. XIX, p. 197; i885. 

(^) Hkrroun, Philos, Magazine, p. 209; mars 1889. 

(•) HiRN» Exposition analytique et expérimentale de la Théorie mécanique de la cha- 
leur, t. II, p. 348; 1876, 3« édition. 
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chimique se compose toujours de deux parties : Tune, transformable en tra- 
vail clectri([ue, peut être calculée par la proposition de M. Becquerel ; Tautn» 
est l'origine de la différence qui existe entre la chaleur voltaïque et la cha- 
leur chimique. Mais je ne pourrai mieux faire que de citer textuellement le 
passage du Mémoire de Hirn qui résume ses vues sur cette question : 

« Si Ton admet que, dans une combinaison quelconque, la position 

relative des atomes est déterminée par deux forces, par l'affinité chimique, 
([ui est toujours et nécessairement en concomitance avec la manifestation 
électrique, et par l'attraction moléculaire, qui est indépendante de cette 
manifestation, tout s'explique aisément. 

)) Le travail proprement dit qui s'exécute pendant l'acte chimique est 
formé, dans ce cas, de deux parties distinctes : l'une relève du changement 
(le position atomique opéré par V attraction chimique; l'autre dérive de la 
part qu'a, dans ce changement, Vattraction moléculaire. La chaleur due 
au premier travail est en concomitance et en équivalence rigoureuse avec 
le mouvement électrique qui accompagne l'acte chimique. La chaleur qui 
relève du second travail n'a, au contraire, rien de commun avec ce mouve- 
ment; elle est, quant à son origine, comparable, ou même identique, à cell(* 
(jui se développe par la compression d'un gaz, par la condensation d'une 
vapeur, par la solidification d'un liquide. » 

Cette identification de la chaleur, qui relève du second travail et de la 
chaleur mise en jeu dans un changement d'état réversible, renfermait le 
germe d'une idée féconde : l'idée de demander au théorème de Carnot la 
raison de la différence entre la chaleur voltaïque et la chaleur chimique. 
(]ette idée fut, pour la première fois, énoncée explicitement par M. F. 
Braun ('), puis ensuite par M. G. Chaperon (^) qui, ayant abandonné ses 
recherches, n'est pas arrivé à des résultats bien intéressants, mais a au 
moins le mérite de nous avoir mieux préparés aux grands travaux de M. IL 
von Helmholtz ('). 

On doit, en effet, à M. von Helmholtz une théorie complète, embrassant la 
généralité des faits; c'est un lien réunissant les expériences qui semblaient 



(1) M. -F. Bkaun, Wiedemann's Annalen der Physik und Chemie, t. V, p. 182; 1878. 

(*) G. Chaperon, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. XGII, p. 786; 1881. 

(') M. -H. VON Helmholtz, Thermodynamique des phénomènes chimiques (Comptes 
rendus des séances de l'Académie des Sciences de Derliny p. 7. et 825, 1882 et p 647. 
i883. 

Fac. de T. — V. A. 2 
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auparavant les plus éloignées cl dont la vérification des conséquences s'est 
toujours trouvée jusqu'ici pleinement satisfaite. 

l/idée fondamentale et servant de base aux développements analyticjues 
est ridée (jue nous avons développée précédemment et qui est due à llirn. 

( ^.onsidérons une partie de cycle réversible (*) comprise entre les points (o) 
(»l (^i); nous pouvons écrire, avec M. Clausius, que la somme de ses éléments 
de transformation est éji^ale à la différence des valeurs de l'entropie S à 
Tétat initial et à Tétat final 

Si nous fermons le cycle par une trajectoire non révei*sible partcint de 
Tétai (^o> pour revenir à Tétai (i), la somme de ses éléments de transfor- 
mation sera 



7 f 



»>| nous uurons ainsi fonno un cvcio non réversible donl la somme des élê- 
menlsde transformation est, d'après M. Clausius. positive; donc 

/ T^^ / -=jr>o 

ou 

l>ésijrnons par \ ia différence entre ces deux sommes d'éléments de 
transformation, nous aurons 






ou 

.1 



'0 . 



M. lllausius a appelé la ditïéivnoe N la somme des transformations non 



• L\'\posiiiou do o^lio ihivrio osi omprunlêo au Coun J^ Phjèsit^u^ de M. Moulici 
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compensées. Dans rétude des transformations isothermiques, seul cas (jiu» 
nous abordions ici, cette expression se réduit à 

dans laquelle Q désigne la quantité de chaleur dégagée dans la transforma- 
lion isothermique opérée à la température T. Cette quantité Q est, d'après 
\i\ dernière équation, égale à 

expression qui nous montre que la quantité de chaleur dégagée dans toute 
transformation isothermique se compose de deux parties; Tune T(So — S,) 
(^st la chaleur compensée, l'autre NT est la chaleur non compensée. 

A la chaleur non compensée correspond un travail que nous appellerons 
le travail non compensé et dont la valeur est 

A étant l'équivalent mécanique de la chaleur. 

Restreignons encore notre étude et cherchons à expliciter la valeur du 
travail non compensé uniquement dans le cas des transformations isother- 
miques sous pressioa constante. Si nous désignons par dQ la chaleur dé- 
gagée dans une transformation élémentaire opérée sous la pression /?, j)ar 
fh Taccroissement de volume du corps soumis à la transformation, par dll 
Taccroissement de la chaleur interne, nous avons 



rFoù 



A 



Q=:-(U.-U,)-^/>(V,-V,). 



ce (jui donne, pour la valeur du travail non compensé, 

C = [A(TS,- V,) -/>»',]- [A(ÏS„- Uo) -/'.•„], 

expression que nous pouvons écrire 

(3) 5=-{,f,-.f,), 
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en pos.int gciiéralemcnt 

.T=:A(lJ-TS)+/^r 

et en désignant pcir ^^ et ri^ les valonrs de cette fonction qui correspondenl 
à Fétat initicil et à Tctat final. 

L'équation (3) nous apprend que le travail non compensé est, dans une 
transformation isothermique opérée à pression constante, égal à la variation 
de la fonction .f que M. von Helmholtz appelle énei^gic libre. 

L'énergie libre que nous venons ainsi de définir est une certaine fonction 
de la pression, et, si celle-ci varie de rfp, celle-là subira la variation sui- 
vante 



Or on sait (jue 



II en résulte qu( 



di) — -j^'^ ^ ^h^' 



d\\ zn — — T -^ r//> — kp d\\ 



en reportant ces valeurs dans l'équation (4), on a 
( 5 ) d^ r=i r dp, 

m 

()v ^L von Helmholtz fait l'hypothèse que c'est précisément le travail non 
compensé (.T| — ^o) qui correspond à l'énergie d'affinité apte à se trans- 
former en toute autre forme de travail, par exemple en énergie électrique. 
Si donc nous considérons une pile fonctionnant avec une force électromo- 
trice E et produisant une quantité d'électricité y, l'énergie qu'elle dépensera 
sera Ey, et, d'après l'hypothèse précédente, cette quantité sera égale à la 
variation de l'énergie libre, c'est-à-dire que 

(0) Ef/-=rio—rii; 

or, si, à la même température, la pression varie de dp^ on a, pour la même 
(juantité d'électricité. 

dE _ r/Jo d>7^ 
dp ^ dp dp 
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cl, en tenant compte de réquation (5), 

(7) ''^ ='•»-••'• 

DonCy selon que le volume diminue^ reste constant ou augmente par 
suite de V action chimique y la force électromotrice de la pile augmente, 
reste constante ou diminue par suite d^un accroissement de la pression 
extérieure. 

Mais il y a lieu de se demander suivant quelle loi se produit cette varia- 
tion, et il nous est nécessaire de distinguer ici deux cas suivant (jue la pile 
a ou n'a pas de dégagement gazeux. 

I® Cas des piles à éléments solides ou liquides, — Dans ce cas, la coin- 
[)ressibilité des solides et des liquides est si faible que la variation de vo- 
lume Vq— i\ due à l'acte chimique est, comme on peut le concevoir et 
comme le montre le calcul, sensiblement indépendante de la pression; donc 
cette quantité est une constante, et la formule (7) 



'^^ = '^-^'^ 



s intègre aisément 



^'o — «I 



(8) E,-Eo=:-^? -iPi-Po)' 

Si, en particulier, nous partons d'une pression p^ nulle, la formule (8) se 
réduit à 

(9) E,^Eo:='-^^p, 

ce qui nous montre que, pour les piles considérées, la variation de la force 
électromotrice avec la pression est linéaire. Quant à la constante de pro- 
portionnalité ( - — — U elle est facile à calculer. Supposons, en effet, ([u'un 

équivalent des divers corps constituant la pile entre en réaction et produise» 
une variation de volume (po — r,) exprimée en centimètres cubes, variation 
(|ue nous calculerons plus tard en particulier pour chacune des piles que 
nous étudierons; la constante q représente alors la quantité d'électricité 
développée par la dissolution de i équivalent de métal dans la pile ou, en 
d'autres termes, la quantité d'électricité capable d'électrolyser i équivalent 
de métal. Or il existe toute une série d'expériences nous donnant la masse 
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(l'arfjfcnt déposée par i ampère en une seconde : les résultais obtenus sont 
respectivement les suivants, d'après les différents expérimentateurs : 

ntfr 

Kohlrausch ( * ) i,ii8'i i 



c. 



Rayloigh (») i , 1 18 

Mascart ( ' ) i , 1 1 jG 

Pellat et Potier (*) i , 1 19'Ji 

Nous pouvons, en prenant la moyenne de ces résultats, admettre que 
I coulomb réduit oï^'^jOoi 1 185 d'argent, c'est-à-dire que, d'après la loi d 
Faraday, le passage de i coulomb d'électricité dépose du métal constituant 
la pile et dont l'équivalent est c un poids égal à 

0,001 I I 85 X e 

cl, par conséquent, pour mettre en liberté un poids e de ce métal, il faudra 
un nombre de coulombs égal à 

e X 108 
o , 00 1 1 1 8.3 X e 

('\\sl- à-dire 

:7r =96557,8 coulomi)S, 

0,0011180 ^ ' 

soit 

9655,78 C.G. S. éleclromagnéliques; 

donc la constante de proportionnalité est en unités C.(î.S. 

t'i — «'0 

à condition toutefois d'exprimer les pressions également en unités C.G.S.; 
mais, comme, dans toutes nos expériences, les résultats sont relatifs à des 
pressions exprimées en atmosphères, il nous faut multiplier la constante 
précédente par la valeur d'une atmosphère en dynes, c'est-à-dire par 

io33 X 981; 



(i) F. et W. KoHLRAUSCH, Sitz, des Phys. med, Ges. zu fViïrzburg\ 1884. 

(*) Rayleigii, Tram, of the /?. S, L., Part II, p. 4ii; 1884. 

(') MvscAiiT, Journal de Physique, 1" série, t. I, p. 109; 1882; t. III, p. aS'Î; i8«1. 

(*) Pellat et Potier, Journal de Physique, 2* série, i. IX, p. 38i; 1890. 
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iilors 

Mc^is les unités usuelles étant plus courantes et plus familières (|ue I(»s uni- 
tés C.G.S., il vaut mieux modifier encore notre constante, de façon que 
la variation (E, — Eo) soit exprimée en volts. Or 

I voli== lo'C.G.S.; 

il faudra donc, pour obtenir la conversion qui nous intéresse, diviser la con- 
stante précédente par lo*, ce qui donne 



_ io33x98i 



9655 
ou 

(II) (E, — Eo),oits= 0,00000 10495 (i'i— \^o)Pf 

r, — Çq étant exprimé en centimètres cubes, dp en atmosphères. 

2^ Cas des piles à dégagement gazeux. — Dans le cas où le fonction- 
nement de la pile est accompagné d'un dégagement gazeux, la variation de 
volume due à l'acte chimique est une certaine fonction de la pression. 

Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que le gaz qui se dégage 
pendant la réaction suive la loi de Mariotte; alors, si nous désignons par j: 
le volume à /? de 1 équivalent qui occupe du reste le volume (r^ — i'o) ^ 
I atmosphère, nous avons 

P, — (>o = xp, 

d'où 

p 

et, en remplaçant dans l'équation (7), nous obtenons 

Q p 
équation qui, par l'intégration, se transforme en 

(12) ^^^i^^'lmlii^R., 

1 Po 

Si, en deuxième lieu, prenant un cas plus complexe, nous supposons que 
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le ^uz qui prend naissance pendant la réaction ne suit pas la loi de Ma 
l'iotle et que sa ioi de compressibilitè soit donnée par la formule 

/).(• = «/>+ (3, 

ce qui est le cas de Thydrogènc, nous avons alors 



qui, |)ar rinlé^rration, donne 

(i3) E.-E=i^i^a(^-/-.)+'J^i3':^- 

Il est bon de remarquer que, dans les équations (12) et (i3) relatives aux 
piles H dcg'agement gazeux, la constante de proportionnalité est la même 
que dans le premier cas qui nous a occupé et qui est relatif aux piles à élé- 
ments solides ou liquides. 

(>e sont les formules (1 1), (13) et (l'i), résume de la tliéorie de M. von 
Hclmholtz, que je me suis proposé de vérifier et dont l'étude expérimentale 
constitue l'objet des Chapitres su ivanls. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

ÉTUDE DES PILES A ÉLÉMENTS SOLIDES ET LIQUIDES. 



Dans cette deuxième Partie, nous allons nous occuper uniquement des 
piles sans dégagement gazeux, c'est-à-dire auxquelles s'applique la for- 
mule (1 1). Mais, pour la commodité de l'exposition, nous subdiviserons 
cette Partie en un certain nombre de Chapitres dans lesquels nous traite- 
rons individuellement chaque pile, en ayant le soin toutefois de faire pré- 
céder cette étude d'un paragraphe réservé à la description de la méthode 
et des appareils employés. 



I. — Méthodes et dispositions ex péi'i mentales. 

J'ai employé, pour la mesure de la force électromolrice des piles en 
expérience, trois méthodes distinctes qui m'ont donné des résultats très 
concordants. 

i*" Dans une première série d'expériences, je me suis servi de la méthode 
d'opposition de Poggendorff modifiée par Dubois-Raymond ( * ), qui consiste 
à placer la pile d'étude P (/ig- i) en opposition sur une force électro- 

Fig. I. 




f^^^ 




motrice égale, empruntée à un circuit dans lequel circule un courant d'in- 



(M Dubois-Raymond, Abh. d. B. Ak., p. 787; i86'2. 
Fac. de T. — V. 



A,i 
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tensité constante fourni par des cléments inipolarisables figures en P'. 
Dans mes expériences, j'ai employé, comme piles auxiliaires, des piles 
Callaud, qui ne sont autres que des éléments Daniell dépourvus de vases 
poreux ; les liquides, qui sont des solutions de sulfate de cuivre saturé et 
une solution de sulfate de zinc à 5 pour loo, ayant des densités très dif- 
férentes, sont disposés par ordre de densité dans de longs tubes entourés 
d'eau et y restent séparés par la pesanteur pendant un temps très long, pen- 
dant lequel la pile est d'une constance absolue, contrairement à ce qui 
arrive, comme l'ont montré MM. H.-V. Hayes et J. Trowbridge (*) pour 
l'élément Daniell lui-même qui, à cause du vase poreux, éprouve des 
variations de forces électromotrices lentes et rapides, qui ne permettent 
pas la rigueur nécessaire aux expériences que j'ai poursuivies. Ces piles 
auxiliaires P' sont fermées sur deux boîtes de résistance, chacune d'une 
valeur de loooo ohms et représentées schématiquement en AB et CD. A 
l'une des extrémités A d'une des boîtes de résistance était branchée une 
dérivation contenant la pile en étude P, un électromètre capillaire de 
M. Lippmann et un commutateur oscillant mnpq capable d'établir, en 
même temps, le contact entre les points mn ci pq ; l'autre extrémité B de 
cette dérivation était, dans les différentes expériences, déplacée de façon à 
obtenir l'opposition des éléments, c'est-à-dire jusqu'à ramener l'électro- 
mètre au zéro. 

La mise en opposition des éléments que nous venons de signalera besoin 
d'être faite avec quelques précautions que nous allons décrire. D'abord, 
dans une première mesure, après avoir comprimé l'élément un certain 
nombre de fois de façon à éliminer les actions secondaires, j'abaissais le 
commutateur de façon à établir le contact entre les points mn elpq, puis 
déplaçais le point B sur la boîte de résistance jusqu'à ce que l'électromètre 
restât au zéro; je relevais alors le commutateur et laissais la pile se re- 
poser pendant un temps plus au moins long, suivant la durée de la pre- 
mière expérience et la nature de l'élément employé; lorsque je jugeais ce, 
repos suffisant pour détruire toute fatigue et toute polarisation des piles, 
j'abaissais le commutateur pendant un temps très court, pendant lequel 
j'examinais également l'électromètre; si le ménisque du mercure de cet 
appareil restait au zéro, l'expérience était prête, autrement je l'y ramenais 



(ï) H.-V. Hayes el J. Trowbridge, The American Journal of Science, p. '^i; i88). 
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el recommençais à nouveau cps tûloiinemenls. Supposons qu'à la suite d'un 
certain nombre de cos essais l'opposition des deux piles soit bien établie, 
notre expérience est alors prèle et rélément peut être comprimé définitive- 
ment. 

Co mode opératoire el l'omploi du commutateur ont pour but d'éviter 
que les piles se fatiguent et d'être toujours certain d'opérer sur des piles 
neuves el exemptes de polarisation, cp qui est le caractère essentiel de cette 
première série d'expériences. 

Cela étant, comme nous le disions plus baut, nous comprimons notre 
pile; en général, sa force éleclromotrice varie par suite de cette variation 
des conditions extérieures et, lorsqu'on abaisse le commutateur, l'éleclro- 
mètre ne reste pas au zéro. Pour Ty ramener, nous pouvons déplacer le 
point B sur la boJte de résistance ou faire varier la valeur de la résistance 
comprise entre les points A el B, en plaçant des ficlies dans cet intervalle, 
mais, dans ce dernier cas, de façon à éviter la varialion de résistance du 
circuit total ABCD ; en même temps que nous ajoutons, par exemple, des 
fiches à la boite AB, nous en enlevons le même nombre à la boite CD, ce 
qui facilite l'évaluation de la force éleclromotrice ou de sa variation. Mais, 
comme celle mesure de la force éleclromotrice de la pile après sa com- 
pression pourrait la polariser, on est obligé, après une première mesure 
qui sert d'approximation, de recommencer rcxpcriencc dès son début, el 
cela plusieurs fois de suite, jusqu'à ce que l'électromètre reste, dans les dif- 
férentes mesures, toujours au zéro dès qu'on abaisse le commutateur. 

Quant à la valeur absolue de la variation, elle peut être exprimée en 
unités usuelles d'après la varialion de résistance de AB; il nous suffit, en 
effet, de remplacer la pile P par une pile étalon qui peut être un daniell ou 
un élément Gouy et de cliercber quel est le nombre de divisions de la boîte 
de résistance comprises, dans ce cas, entre les points A el B pour que 
l'électromètre reste au zéro; une simple proportion suffira alors pour éva- 
luer en volts la varialion de la force clectroraotrice de la pile étudiée. 

Cette première méthode étant indiquée, avant de passer plus loin, signa- 
lons la forme donnée aux piles et leur mode de compression qui est toujours 
le même dans les différentes expériences. 

Les éléments employés sont disposés dans un tube de verre AB {fig- 2) 
de 2'^"',5 de diamètre cl de 10'"" à 16=™ de longueur, ce qui permet de les 
introduire dans l'un des lubes-laboraloires en acier d'un appareil de com- 
pression des gaz de M. Caillelet. 
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L'intérieur du tubc-laboraloire de l'appareil de compression est rempli 
d'huile végétale ou minérale destinée à transmettre les pressions et à isoler 
parfaitement, au point de vue électrique, rélèmentou les éléments en élude. 

Comme on le sait, dans les appareils de M. Cailletet, le tube-laboraloire 
est fermé au moyen d'une douille D {_fig- 2) percée long^tudinalement 




d'un Irou circulaire et assujettie elle-méiiio au moyen d'un fort écrou E. 
C'est dans l'ouverture circulaire de la douille que sont mastiqués, au moyen 
de glu marine, les fils qui sei-vont A transmettre le courant de la pile AB. 
Les exlrémilos de ces fils qui sortent ini dehors servent à établir les con- 
tacts; quant aus extrémités intérieures, elles sont recouvertes sur toute leur 
longueur de matières isolantes, sauf à leurs terminaisons qui sont formées 
des métaux constituant les pùlcs de lu pile cpio l'on fait plonger, comme 
nous l'avons dit plus haut, dans un tube de verre contenant les liquides 
excitateurs ; celle dernière partie, entièrement à l'intérieur du bloc, est 
immergée dans l'huite par l'intermédiaire de hnineHo s'exerce la pression 
obtenue au moyen de la machine de compression. 

Les fils conducteurs dont nous venons de parler sont isolés au moyen 
d'une double enveloppe de gutta-percha et <ie soie, puis noyés dans la gin 
marine destinée à fermer l'appareil. Mais, comme l'isolement de ces fils 
doit être parfait, avant de se servir d'une douille, on la soumet à des essais 
dans le but de s'assurer de sa I)onue couKlrnelion. 

Dans un premier essai, on place l'un des fils m de la douille en obser- 
vation dans le circuit d'une pile P (/ij(- 3) et d'un galvanomètre G observé 
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par la méthode de reflexion de Poggendorfl*, puis on ferme ce circuit sur 
l'autre fil q de la même douille. Naturellement, si l'isolement est bon, on 

Fig. 3. 




n'observera pas de déviation du galvanomètre; s'il en était autrement, la 
douille devrait être recommencée. Supposons que ce premier essai soit 
favorable, on soumettra alors la douille à une seconde épreuve. 

A cet eflet, aux extrémités n ^\. q des fils de la douille, je plaçais deux 
électrodes de cuivre rouge qui plongeaient l'une et l'autre dans un volta- 
mètre V (y?^. 4) à sulfate de cuivre ; ces deux fils m qI p étaient placés 

Fig. 4. 




dans le circuit d'une pile contenant un autre voltamètre U également à 
sulfate de cuivre, placé exactement dans les mêmes conditions que le voila- 
mètre V, dont la dissolution avait même concentration, dont les électrodes 
avaient même surface et étaient distantes l'une de l'autre de la même quan- 
tité. En fermant le circuit de la pile P, le sulfate de cuivre était électrolysé; 
il se déposait, sur les électrodes q et q\ du cuivre métallique dont on pou- 
vait évaluer exactement le poids. En effet, avant l'expérience, les deux 
électrodes q et q\ qui étaient à peu près de même poids, étaient numé- 
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fx>téee et placées chacune dans l^un des plateaux d^une bonne balance, puis 
tarées de façon à ramener le fléau de cette dernière au zéro ; Télectrolyse 
terminée, après avoir lavé et séché les électrodes, on les replaçait sur les 
plateaux de la même balance à la place qu^elles occupaient dans la pre- 
mière expérience et avec la même tare; si l'équilibre subsistait, on pouvait 
conclure à Télectrolyse dans les deux voltamètres de la même quantité de 
cuivre et, par conséquent, au rigoureux isolement des fils conducteurs tra- 
versant la douille de fermeture du tube-laboratoire. Cette méthode est 
susceptible d'une grande exactitude, car, si la balance fait les pesées au 
^ de milligramme, il suffît d'éleclrolyser i*' de cuivre pour pouvoir mettre 
en évidence une dérivation dont la valeur serait loooo fois la résistance 
existant entre les deux électrodes q et /i, c'est-à-dire une quantité très 
grande. 

2^ Dans une autre série d'expériences, voulant étudier les variations de 
force électromotrice qu'éprouvent les piles impolarisables en circuit fermé, 
j'ai employé une méthode de Poggendorflf (*), dans laquelle on mesure la 
force électromotrice d'une pile tout en la laissant fonctionner. 

Dans cette méthode, la pile en étude P (fig* 5) et une pile P' servant 




d'étalon sont réunies par leurs pôles de nom contraire. Dans ce circuit, on 
place une dérivation A B contenant un élcctromètre capillaire; puis, dans 
chacun des circuits PAB, P'AB ainsi formé, on intercale une boîte de ré- 
sistance R et R'. Le calcul montre que, lorsque rélectroniètre E est au zéro, 
le rapport des forces électromotriccs dos piles P et P' est égal au rapport 



(») Voir Bosscux, Pog^., Ann,, t. XGVII, p. 17J1; i85i. 
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des résistances R et R', c'est-à-dire que 

Si maintenant on vient à comprimer la pile P, sa force électromotrice 
varie et devient E h- e; pour ramener l'électromètrc au zéro, il faut modi- 
fier la valeur de la résistance R et lui donner la valeur R -i- r ; on a encore 



(i5) 








E' 


R + r 
R' ' 


des i 


équations (i 


4) 


et (i5), 


on déduit 




(i6) 








e-E 


R'' 



expression qui nous permettra de calculer la variation de la force électro- 
motrice de la pile P connaissant les résistances /• et R', à condition que la 
résistance intérieure de la pile P soit toujours la même. Or j'ai trouvé que 
les résultats obtenus par cette méthode donnent bien le sens et la loi de la 
variation de la force électromotrice, mais que les nombres obtenus sont un 
peu différents de ceux donnés par la première méthode. Avant d'en con- 
clure que les variations de la force électromotrice avec la pression dépen- 
dent du mode de mesure, j'ai voulu voir si cette différence ne tenait pas 
uniquement à une variation de la résistance intérieure de la pile avec la 
pression, et j'ai alors employé une troisième méthode. 

3*^ Cette méthode, due encore à Poggendorff (*), permet de mesurer à 
la fois la force électromotrice et la résistance intérieure d'une pile fonction- 
nant sur une résistance déterminée. 

A cet effet, la pile en expérience P (fig* 6) comprend, dans son circuit, 
une dérivation AB contenant une boîte de résistance ; une seconde boîte de 
résistance est placée en R. Une pile auxiliaire /?, de force électromotrice 
connue e, inférieure à la force électromotrice à mesurer x, est placée sur la 
dérivation avec un électromètre capillaire E. On règle d'abord la résis- 
tance r de AB, de sorte qu'il n'y ait pas de courant en Apli. En désignant 
par y la résistance, par x la force électromotrice de la pile P, on a 

e =: ir, 
(») PoGGENDORFP, Pogg. Anti., t. IV, p. i6i; l. LX, p. i68. 



A.2/1 



H. GILBAULT. 



on ajoute alors une résistance p à la boîte de résistance R, et Ton ramène 
Félectromètre au zéro en donnant à la résistance AB une nouvelle valeur /-'. 




On a de même 



jp = i(y-hr'-hp). 



e =^ i r 



;' w' . 



de ces équations, on déduit 



___ r' ^p — r 



xz=.e 



r' — r 



r 



ce qui permet, au moyen d'expériences très simples, de calculer à la fois la 
résistance et la force électromotrice. 

Sans anticiper sur les résultats contenus dans les Chapitres suivants, nous 
pouvons dire que les valeurs de x et y ainsi obtenues donnent, pour une 
pression déterminée, une somme égale au nombre obtenu par la seconde 
méthode, et que les valeurs de x sont bien les mêmes que celles données par 
la première méthode, ce qui montre que, pour les piles impolarisables, la 
méthode d'observation est arbitraire, et que, soit qu'on opère en circuit 
fermé ou en circuit ouvert, la variation de la force électromotrice avec la 
pression est toujours la même. 

II. — Etude de Vêlement DanielL 



L'élément sur lequel nous opérions était, comme nous avons eu occasion 
de le dire, placé dans un tube de verre et formé par une électrode de cuivre 
placée à la partie inférieure et entourée de cristaux de sulfate de cuivre : 
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celle électrode était reliée à l'un des fils conducteurs traversant la douille de 
clôture de l'appareil de compression. Au-dessus de cette électrode ainsi en- 
tourée d'une dissolution saturée, était placée une solution de sulfate de zinc 
dont la concentration variait d'une expérience à Taulre et dans laquelle était 
placé, à la partie supérieure, un morceau de zinc pur constituant le pôle né- 
gatif de la pile. On évitait la diflusion des liquides au moyen d'une mince 
feuille de papier parchemin placée entre eux. 

Supposons que notre pile soit constituée par un équivalent des diverses 
substances entrant en réaction. Au début, avant tout fonctionnement, nous 
avons 

(17) Zrn-ZnO,SO', 7UO -t- CuOSO% 5H0 -f- 2H0 H- Cu; 

a la lin, lorsque la pile sera épuisée, nous aurons le système de corps 

(18) 2(ZnO,SO»,7HO)H-2Cu; 

à cette réaction correspond un changement de volume V, — V^ que nous 
allons calculer. 

D'abord les corps solides occupaient un certain volume égal à 

32 5 

g-gg=:4,75 pour le zinc 

et à 

o * o =3,55 pour le cuivre, 
8,93 

soit 8*^*^,29; après la réaction, le volume est réduit au volume de 2 équiva- 
lents de cuivre, c'est-à-dire à 7^^, 11. Il y a donc de ce fait une diminution 
de volume de 1^*^,18 que nous ajouterons à la diminution de volume 
qu'éprouvent les solutions employées lorsque i équivalent entre en réaction. 

Le calcul de la variation de volume résultant des solutions nécessite quel- 
ques précautions, car il faut supposer que la concentration ne varie pas 
lorsque l'élément fonctionne ; autrement il résulterait du changement de 
concentration un changement irrégulier de la force électromotrice. Pour 
éviter cet inconvénient, nous n'allons considérer, dans notre calcul, (jue des 
variations virtuelles et chercher la variation de volume qu'éprouve une so- 
lution faite toujours avec la même quantité d'eau lorsqu'on y dissoul un 
poids infiniment petit de sel, et cela à diverses concentrations. 

A cet effet, prenons un même poids d'eau, 80^ par exemple, dans lequel 
nous dissolvons des poids variables q de sel, nous obtenons ainsi un poids 
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(80 -h ^r) de solution dont nous avons déterminé expérimentalement la den- 
sité d. Ces quantités nous permettent de calculer, au moyen de l'expression 

80 -h y 

l(\s volumes V d'une solution faite toujours avec la même quantité d'eau et 
contenant des quantités q de sel. Or ces volumes V sont une certaine fonc- 
tion de q qu'on peut exprimer au moyen d'une expression parabolique de 

la forme 

V = 80 -f- a^ -H ^<7'-f- c^', 

et la variation de volume infiniment petit qu'éprouve une solution corres- 
pondant à la concentration q lorsqu'on y dissout une quantité infiniment 
petite dq de sel est donnée par la différentielle de l'équation précédente, 

c'est-à-dire par 

dS HZ {a -{- 2 bg -^ 3 cg* ) dg ; 

mais, comme entre d\ et dq existe une proportion, dq peut être pris grand 
et, dans le cas qui nous occupe, égal à i équivalent de la substance. 

Appliquons les considérations qui précèdent à la dissolution de sulfate 
(le zinc, par exemple, et plaçons, dans un Tableau vis-à-vis de la richesse? 
de la solution en sel pour 100, les densités, la quantité q de sel dissous dans 
Go^*^ d'eau et les volumes V correspondants de la solution : 

Tableau 1. 

Quantité 
de sel 
Richesse Densité dissous 

en sel de la solution dans 80»* d'eau ^ _ 80 h- ^ 

pour 100. d, q, d 

8 ï î047 6,956 83,o52 

20 1 , 1 '^4 '^o 88 ,968 

'28 1,179 3i,iii 94,^41 

11 ne figure, dans le Tableau précédent, que trois densités; mais, en réa- 
lité, un grand nombre de déterminations ont été faites : les résultats ont 
été reliés par un trait continu, et ce sont les valeurs offrant la plus grande 
garantie qui ont été prises. 

Quant aux nombres de la dernière colonne, on peut les représenter en 
fonction de q par Tcxprcssion 

V/„r:z 80 -f- o, 43420/18 <y 4- o,oooG25o8</*H- o, 000004 -^4852 7^, 



VARIATION DE L.V FORCE ÉLECTROMOTRICE DES PILES AVEC LA PRESSION. A. 27 

qui, par la différentiation, donne 

t/Vzn= (0,4342 -HO, 00125^ -+- 0,0000127455^*) rf^ 
et, en supposant que i équivalent entre en réaction, 

(19) dVzn=^ (0,4342 -H 0,00125^ -H 0,000012745^*) 143,5. 

Nous allons suivre la même marche pour la solution de sulfate de cuivre, 
et le Tableau suivant, semblable à celui que nous venons de tracer pour le 
sulfate de zinc, contient les mêmes quantités, mais relatives au sulfate de 
cuivre. 

Tableau II. 

Sel ^ V — ^Q"^" y 

pour 100. d. dans 80»* d'eau. ~ d 

16 i,io63 i5,a38 86,086 

20 1,1 354 20 88,074 

'i4 i}i659 25,263 90,284 

Les différentes valeurs des volumes V peuvent être résumées dans la 

formule 

Vcu^So-H 0,37766^ -4-0,0018246^*— 0,00002613^*, 

dont la différentielle est 

ûrVcu= (0,3776 H-o,oo3649ç — 0,00007839^*) c?^ 

et, dans le cas de i équivalent, 

(20) é/Vco== (0,3776 -H o,oo36499 — 0,00007839^*) 124,75. 

i nous nous reportons aux équations (19) et (20), nous voyons que le 
volume de l'élément, avant toute réaction, était de 

4,73 -I- cfVzn-H c^c«-+- 18 + 3,55, 
et qu'après fonctionnement ce volume est devenu 

2û^zn-H 2 X 3,55 : 
il y a donc eu une diminution de volume de 

(21) ^1—^0 = 1,18 -H 18 -I- é/Vca — ^Vzn. 

Or cette diminution de volume est une certaine fonction des concentrations 
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des solutions que nous pouvons calculer dans certains cas particuliers cjui 
nous intéressent seuls, car seuls ils ont été réalisés expérimentalement et, 
j)ar suite, ont de l'intérêt dans la vérification que nous poursuivons. 

Nous allons supposer que la solution de sulfate de cuivre est saturée, 
c'est-à-dire qu'elle contient 24 pour 100 de sel, ce qui fait que q = 25,2G3; 
alors 

^/ V(;u iz: , 4 1 986 X 1 24 , 75 = 52 , 377 ; 

en admettant même que la solution ne soit pas absolument saturée et qu'elle 
ne contienne que 20 pour 100 de sel, on a 

</Vi:ur=: 0,4 1929 X 124,75 = 52,3o64. 

La diflcrence entre ces deux résultats est très faible et montre qu'une légère 
indécision dans la valeur de la teneur de la solution de sulfate de cuivre a 
relativ(»ment peu d'importance. 

Calculons de même, pour diverses concentrations, les variations de vo- 
lumes (l\ des solutions de sulfate de zinc. 

1" (Considérons une solution à 8 pour 100 de sel, c'est-à-dire pour la- 
(|uell<» q = G,9>(); dans ce cas, 

r/Vzn= 0,443516x143,5 =-63,644; 

en reportant ces valeurs dans l'équation (21), nous obtenons 



<^i— t'o = 7 »9i 



9 



ce qui nous permet de calculer, au moyen de l'équation (11), la variation de 
force électromotrice ([u'assigne la théorie de M. von Helmhollz à une pareille 
pile. Les résultats de ce travail sont placés dans le Tableau suivant, vis-à-vis 
des résultats donnés par l'expérience, en employant les méthodes d'obser- 
vation décrites précédemment. 

Inbleau III. 

(le la Augmentation de la f. e. m. en yyj,, de volt 

compression ,, , . , 

^ y méthode. 

en |,„ ^ „| 

atmosphères. calculée, i" méthode, i* méth. dx. dy. 

I à 100 8,3 8 1/ 8 — 4 

100 ù 7.00 8,3 7 \'> 7 — 4 

•?.()0 à ')()() 8 , i 6 12 () — 'i 

3oo à |Oo 8,3 ") Il 'i — .'» 

îoo à )Oo 8 , !i \ 10 4 — ^ 
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Ce Tableau nous montre un accord très satisfaisant entre les résultats 
donnés par la première méthode et les nombres calculés lorsque les pressions 
ne sont pas trop élevées; pour de très grandes pressions, au contraire, cel 
accord cesse, mais les diflPérences observées peuvent être dues à de légères 
compressibilités des corps réagissants et à des actions secondaires sur la 
nature desquelles je n'ose pas me prononcer, mais qui, certainement à ces 
hautes pressions, se produisent très facilement. 

Les nombres trouvés par la seconde méthode semblent difTérents de 
ceux donnés par la théorie ; cela tient, comme j'ai déjà eu occasion de le 
dire, à ce que, par cette méthode, on mesure à la fois la variation de la 
force électromotrice en iyoôô ^^ ^^^^ ^^ '^ variation de la résistance inté- 
rieure de la pile en ohms, et, ce qui montre bien ce fait, ainsi que la varia- 
tion de résistance des piles, et, par suite des dissolutions salines avec la 
pression, c'est que, en opérant avec la troisième méthode, les valeurs de la 
variation de la force électromotrice dx sont en accord avec les nombres 
calculés et la somme de dx et de dy^ variation de la résistance intérieure, 
est bien égale aux quantités fournies par la seconde méthode. Du reste, la 
variation de résistance des conducteurs liquides avec la pression que j'ai 
ainsi retrouvée avait déjà, dès t885, été signalée et étudiée par M. Fink ( * ); 
or une pile peut être considérée comme un conducteur liquide, et, par 
conséquent, sa résistance peut varier avec la pression. 

2^ Les variations de la force électromotrice avec la pression étant, dans 
le cas de l'élément Daniel!, très petites, j'ai voulu donner à la méthode» 
expérimentale une plus grande exactitude, de façon à pouvoir poursuivre 
plus loin la vérification des formules. A cet effet, j'ai multiplié les varia- 
lions en multipliant le nombre des éléments en expérience et les associant 
en série. J'ai ainsi réalisé une expérience avec iG éléments Callaud montés 
avec une dissolution saturée de sulfate de cuivre et une dissolution de sul- 
fate de zinc à i3 pour loo de sel. (]ette vérification m'a été possible, gràc<' 
au prêt obligeant que m'a fait M. Chappuis d'un grand bloc d'acier qui lui 
avait servi dans un travail antérieur, et dont je suis heureux de pouvoir h» 
remercier ici publiquement. Dans ce bloc, j'ai pu placer rG éléments formés 
par des tubes de petit diamètre et placés les uns au-dessus des autres. A la 
partie inférieure d'un de ces tubes était soudé dans le verre un fil de pla- 



(') Fink, Wiedemann's Annalen; i885. Lumière électrique, p. 223; 1886. 
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tine, dont la partie située à Tintérieur du tube était recouverte de cuivre 
électrolytique et dont la partie extérieure, soudée à un morceau de zinc 
pur, était ensuite recouverte de glu marine et de vernis à la gomme laque et 
venait, en plongeant dans le tube situé immédiatement au-dessous du pré- 
cédent, constituer le pôle négatif de l'élément suivant. L'ensemble de tous 
ces éléments, qui étaient reliés les uns aux autres par des morceaux de 
tube de caoutchouc, était immergé dans de l'huile et étudié par la pre- 
mière méthode de mesure. 

Dans le cas qui nous occupe, q = i iyC)53 et 

c?Vzn = 64,7i, 
ce qui donne 

r, — ^0=6,84. 

Les variations de la force électromotrice, calculées au moyen de ces 
nombres, ainsi que les résultats de l'expérience, sont contenus dans le 
Tableau suivant : 



Tableau IV, 



Variations 



de la f. e. m. en . \^^ 

■^ • 100 00 

Pressions __ m ,„ .. 

en atmosphères. calculées. observées. 

là 5o 5,59 3,42 

Oo à 100 3,59 3,2 

1 00 à 200 7>i^ 6,1 

^" J'ai également opéré sur un élément Callaud monté avec une solution 
saturée de sulfate de cuivre et une solution de sulfate de zinc à 20 pour 100, 
c'est-à-dire pour laquelle y = 20; dans ce cas, l'équation (19) donne 

6?V;{n= 0,4643 X 143,5 =66,627; 

il en résulte que 

t'i — ('0 = 4,93, 

ce qui permet de calculer les variations de la force électromotrice prévues 
par la théorie. Les résultats de ce calcul sont contenus dans le Tableau 
suivant, ainsi que les résultats de l'expérience, en employant du zinc par- 
faitement pur, du zinc pur amalgamé et du zinc ordinaire amalgamé : 
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Tableau V. 

Augmentalion de la f. e. m. en ---* — de voll 

10 000 » vr.fc 

Pressions Zinc pur Zinc ordinaire 

en atmosphères. calculée. Zinc pur. amalgamé. amalgamé. 

I à loo 5,17 5 2 •>. 

100 à 200 5,17 5 2 À 

200 à 3oo 5,17 4 I I 

3oo à 400 5,17 3 s 8 

400 à 5oo 5,17 3 e e 

Ces résultats nous montrent encore, pour des pressions modérées, un 
accord parfait entre la théorie et l'expérience, mais cet accord cesse de se 
produire lorsque les pressions dépassent une certaine limite très élevée. 

Nous voyons, en outre, que, lorsqu'on emploie du zinc amalgamé, de 
quelque provenance qu'il soit, les variations observées sont beaucoup plus 
petites que dans le cas précédent. Ainsi, à 100 atmosphères, en employant 
du zinc amalgamé, on trouve une variation plus de moitié plus petite que 
celle observée en employant du zinc pur, et même pour des pressions très 
élevées; dans le cas du zinc amalgamé, les variations observées sont exces- 
sivement petites et non mesurables, ce qui m'a fait les désigner par £. La 
ihéorie peut rendre facilement compte de la diflerence observée dans les 
deux cas : en effet, on peut admettre que le mercure employé par l'amal- 
gamation forme, à la surface du zinc, une gaine d'amalgame contenant le 
métal dissous, et, par suite, existant sous un volume beaucoup nioindr(* 
(|u'à l'état solide, ce qui fait que, lors de la réaction, la variation de voluin<' 
accompagnant l'acte chimique est beaucoup plus petite, et, par suite, la 
variation de la force électromotrice avec la pression se trouve elle-même» 
diminuée. 

:\^ J'ai voulu, en dernier lieu, employer un élément parfaitement réver- 
sible, c'est-à-dire dans lequel les solutions résultent uniquement de la sub- 
stitution des métaux l'un à l'autre. Dans ce cas, de quelque façon que roii 
comprenne le fonctionnement de l'élément, la théorie lui est applicable 
et la vérification possible. Mais il nous faut alors calculer quelle est la 
teneur de la solution de sulfate de zinc. Or la solution de sulfate de cuivre 
est saturée, c'est-à-dire à 24 pour 100, et il faudra, pour dissoudre un 
équivalent de sulfate de cuivre, soit 124,75, une quantité d'eau égale à 

76 1^; 

' 24 
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Ir poids équivalent de sulfate de zinc est i43,5, et il doit être dissous dans 
le poids précédent d'eau, diminué de 2 équivalents d'eau, soit iS**", qui ont 
servi à compléter l'hydratation du sulfate de zinc. Donc 

i/»3,5ZnO,SO»,7HO sont dissous dans (7^^-^^ - ^^) 

ou 

i43,5ZnO,SO',7HO sont dissous dans 377,041; 
donc 

143,5 de sel existent dans 620, 54 1 de solution; 

ol le liln» de la liqueur est de 

143,5 .^ , 

— - X 100 = 27,0674 pour icM>; 

520,541 ' 

(piant à la quantité^ correspondante, elle est égale à 

_ 2 7,5674x80 _ ,. 
'^-" 72,432 -^^'^^'' 

en reportant cette valeur dans Téquation (19), nous obtenons 

<?Vzn = o , 484o8 X 1 43 , 5 = 69 , 466 : 
donc 

Il on résulte, pour les valeurs de la variation de la force électromotrice, 
les nombres suivants en regard desquels nous avons placé les nombres 
résultant des moyennes de nombreuses expériences. 



Tableau VI. 



AugincnlutioD 



(le la f. c. m. en ,^\^,^ 

10000 

Pressions. calculée. observée. 

i à 100 2,2 ■>. 

100 à 200 2,2 '>■ 

Ces résultats, ainsi que ceux signalés précédemment, nous montrent, 
pour les diflPérentes concentrations et pour les pressions modérées, un 
accord parfait entre Texpérience et la théorie. 
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III. — Étude de Vêlement Warren de la Rue et Millier. 

• 

L'élément Warren de la Rue et MuUer que j'ai employé était constitué 
par une dissolution de chlorure de zinc dont le titre variait d'une expé- 
rience à l'autre; dans cette solution, plongeait un morceau de zinc pur et 
une électrode d'argent entourée d'une grande quantité de chlorure d'ar- 
gent fraîchement précipité. Si nous supposons notre pile formée par un seul 
équivalent des diflPérenls corps, nous avons, avant tout fonctionnement, 

y.n-+-ZnCl-hAgCl-hAg. 

A la fin de l'expérience, lorsque la pile est épuisée, il ne nous reste plus 

que le système des corps 

2ZnCl 4-2Ag, 

et la formule de la réaction est 

• 
Zn -+- ZnCl -h AgCl -i- Ag = 2ZnCl -h 2Ag 
ou 

ZnH-AgCl=ZnCl-+-Ag; 

la pariation de volume qu'éprouvent les corps solides pendant l'expérience 
est facile à calculer : elle est de 

32 5 

^ ' — 4,73 pour le zinc, 

lAS 5 
, ^ =26,09 pour le chlorure d'argent, 

- = 10,28 pour I argent. 



10, D 



Quant à la variation de volume due à la dissolution du chlorure de zinc, 
nous allons la calculer par une méthode semblable à celle que nous avons 
employée pour l'élément Daniell. 

Considérons, en effet, une même quantité d'eau, Go^'' par exemple, dans 
laquelle nous dissolvons des quantités q croissantes de chlorure de zinc ; 
nous formons ainsi des solutions de volume 

60 4- <7 
d ' 

d étant la densité de la solution correspondante. 
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Lt> t «--: -t^ ir CiT? quantités, pour différentes concentrations, sont conte- 

1 i*'^ :-4.'> .- TîM--aîj suivant : 

Ta!'Uau 17/. 



• • 



.;:«-:.:-: \ r^\ une fonction de q \ariaQt assez rapidement, ce qui 
._' r-rç r-.^nter la relation qui les unit, j'ai été obligé de prendre 
: '!♦- 'ly^'-^ :_ :*ir-4h-:';ii:pie à quatre termes qui est la suivante 



•t. . -•* - , 



TZ .» 



•t ■ t^'aï '.*.• . 



— . ::*:;-/ — :• . ■:• i î>->- 2 /- — ■* . «.vv^i i Soi 3 /* — «^ . •»>x>iSo46'/*: 



:- •' {.:me rA qui accompagne la dissolution d'une quantité 
:i- — • .' . :.f :- .r.r: s.['iti':»n de concentration q est donnée par la differen- 



.!•'.•• 



» • - - 



. "i — : - : 2 ^-T- : i / — • ■ . -X' i : x* i /* — o . •»» 1 02 1 >•/' ' '^7. 



•.i.r .' . .. -^r "jtl t l.i Valeur de un équivalent de chlorure de zinc, doit 



"» ^«^: 



i / — • . •>:• : > i I /' — • . ■ •»: : ù 3 1 ^ 7* • x »>>. 



.,'1.^.- 



- t* ;.ir::':uiLer ••u l.t plie est montée a\ec une soluti^Mi de 
• •':.'' ;- z:.-. : :r;- Ttrindue. cotilenanl i j>our uh^ de sel. par exemple. 

,1.1 r" - -'j i.tti-n 21 donne 



.■•/"» 



t " . : . . '- It "^ ■ [ u :ne t ■ • ta l s*? t :'« ^^ i:\ e è tre a!» ^ rs 






> »■« 



' * ' -. - - '- '■' --■- -^^ •^ertu.'t. vi\ov ces J-Mii-ees. d«- .\ilcul r la \ari.iti«vi 

- .: : ^.: --v:-.r- ::: . '.r::e .i'-.:!>; •^•arcilie [lie a\ec ia {•re<>i"n. L«'s re<altals 

- *-'-'"■ -■ ^.'..'-lu? ..iAiis lo Tabl^MU si:i\aîU. \i>-à-\is «i-^s d«nuiee> 
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V FUI. 

Augmentation 



f. c. m. en 



1 



10000 

observée. 



f\ 



! lient, mais monte 

ii<* solution formée 

osl-à-dire une solu- 

me 



■s -1-10,28), 



! (Il), nous obtenons la valeur 

i force clectromotrice; ces valeurs 

1 expérience, dans le Tableau sui- 



< / 



IX. 



Augmentation 

de la f. e. m. en , ^\^ 

1 0000 

calculée. observée. 

3,60 3 

» 3 

» 3 

M 2 

I dans les détails du calcul, qui se fait toujours 
)l('au suivant contient les résultats relatifs à un 

' solution de chlorure de zinc formée en dissolvant 

au, c'est-à-dire pour laquelle y = 20 : 
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Tableau X , 



Augmentation 



de la f. c. m. en ,^* ^ 

10000 

Pressions. calculée. observée. 

I à loo vijiJ '^ 

loo xoo -2,15 A 

4** Dans le Tableau suivant sont placés également les résultats relatifs à 
une solution obtenue en dissolvant ^o^** de chlorure de zinc dans 6o^ d'eau, 
c'est-à-dire pour laquelle q = \o : 

Tableau XJ . 

Diminution 
de la f. e. m. en ,^ ' ^ 

10000 

Pressions. calculée. observée. 

I à I GO ) , o.i '> 

I <><) U<M) M '> 

•>.(><) 3o<) >' 4 

(]es Tableaux nous montrent un parfait accord entre la théorie et Tex- 
pêrience lorsqu'on emploie, pour le montage des éléments, des liqueurs de 
concentration variable, et même l'étude de cet élément est particulièrement 
intéressant, car, pour les trois premières expériences signalées, la théorie 
(»t l'expérience indiquent une augmentation de la force électromotrice avec 
la pression, alors que, pour la quatrième série contenue dans le Tableau XI, 
il se produit, au contraire, une diminution de cette quantité. Ces faits, 
très facilement constatables par l'expérience, constituent une vérification 
manifeste de la théorie que nous étudions. 

IV. — Etude de Vêlement Lalande et Chaperon. 

L'élément Lalande et Chaperon que j'ai étudié était constitué par une 
électrode de zinc pur et une électrode de cuivre à grande surface formée 
par une lame ayant 3*^™ sur iS*^*", enroulée en spirale et entourée d'une 
grande quantité d'oxyde de cuivre finement pulvérisé. Le liquide exci- 
tateur était une solution de potasse à [\o pour roo. La méthode employée 
pour les mesures était celle décrite précédemment sous le n® 1. 

Dans ces conditions, si nous considérons un équivalent des différents 
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corps réagissants dans la pile, la formule de la réaction est la suivante 

Zn -+- KO, HO + Cu = Zn 0, HO 4- HO 4- Cu ; 
les corps solides y occupent les volumes suivants 

—^ = 4,736 pour le zinc, 

-^^- =6,31 pour Toxyde de cuivre 

3 1 '^5 

-5-^-Ç — 3,55 pour le cuivre. 
8,93 



et 



Quant à la variation de volume qu'éprouvent les corps à l'état de solu- 
tion, je l'ai calculée de la façon suivante : 

J'ai pris une dissolution de potasse caustique à 4o pour loo dont j'ai 
déterminé la densité qui s'est trouvée être égale à i ,4 1 23 ; puis, dans i oo*^^ de 
cette solution, j'ai dissous i^* d'oxyde de zinc fraîchement calciné. J'avais 
donc ainsi un poids total de dissolution égal à i^2^jii3 ; or la densité de 
cette solution potassique d'oxyde de zinc a été trouvée égale à i ,4 1 52 ; donc 
le volume des loo*^*^ de la dissolution de potasse, après la dissolution (h 
l'oxyde de zinc, a été de 

142,23 



I ,4i52 



100, DO 1; 



il s'est donc produit, par le fait de la dissolution de i^'" d'oxyde de zinc, 
une augmentation de o^*^, Soi, pour la dissolution de 1 équivalent de ce 
corps, soit 40'^'', 5; il y aura une augmentation de volume de 

40 , 5 X o , 5o I := 20 , 29, 

ce qui fait que la variation totale de volume, dans l'acte chiini(|ue, (»sl 

égale à 

i>,— (>o=^ 4*73 -4-6,21 -- (20,25 + 3,55) = — 12,859. 

Cette variation est, comme nous l'indique son signe, une augmentation; 
donc, lorsque la pression croît, la force électromotrice d'une pareille pile 
diminue; du reste, les valeurs de cette variation sont contenues dans le 
Tableau suivant : 
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Dans ce cas, les volumes des corps solides réagissants sont 

^ HZ 9,20 pour le plomb, 

-^^ = 12,65 pourPbO* 
et 

1^=1 48, 08 pour2S0*Pb. 

Pour calculer la variation de volume due aux corps dissous, c'est-à-dire 
à l'acide sulfurique, je vais, suivant la méthode déjà indiquée pour les 
autres éléments, dissoudre, dans une même quantité d'eau, 80^ par exemple, 
des poids variables d'acide sulfurique anhydre; on obtient ainsi des volumes 
des solutions dont les valeurs sont contenues dans le Tableau suivant : 

Tableau XIII. 
Acide pour loo. a. «y. \ = — Tt"' 

8 1,067 6,966 81,4957 

«,« 1,075 7,719 81,^990 

9,7 i,o83 8,593 8i,8o35 

Les volumes V sont une certaine fonction de q qu'on peut représenter 

par 

V := 80 4- 0,72767 — o, i3o8<7*-i- 0,00821 7'. 

La variation de volume dW qui accompagne la dissolution d'une quantité dq 
d'acide dans une liqueur de concentration q est donnée par la diflPérentielle 

dW = (0,727 — o,26i6<7 -i- 0,024687') <^<7; 

mais, si nous supposons que l'équation (sS) s'accomplisse complètement, 
dq est alors égal à 1 équivalent, c'est-à-dire à 80, et 

(24) d\ =: (0,727 — 0,26167 4- 0,024687^) X 80. 

Cela étant, calculons la variation de volume éprouvée par l'élément dans 
le cas de diflPérentes concentrations : 

I** Supposons que nous prenions une liqueur contenant 8,8 pour 100 
d'acide, c'est-à-dire pour laquelle q z= 'j^'jic)'^ alors 

^V =r- o , 1 758 X 80 = 1 4 , 064, 
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et la variation totale de volume est 

i>, — To =:i4>o6 -1-9,20 -+-12,72 — 48,081=— 12, 10. 

Cette valeur, comme nous le savons, permet de calculer les valeurs du 
Tableau suivant, qui représentent les variations que subit la force électro- 
motrice d'un pareil accumulateur avec la pression. 

Tableau XIF. 

Diminution de la f. c. m. en — -J — 

t 0000 

3« méthode. 
Pressions. calculée. r* méthode, a' méthode. dx. dy. 

I à 100 12,7 r.< \'^ v>. I 

100 200 » II \}. II I 

vtoo 3oo » 10 \.K 10 I 

Hoo 4<>o » 10 12 10 '?. 

2® En employant, pour le montage de Taccumulateur, un liquide excita- 
teur obtenu en ajoutant 8,4 de SO' à 80 d'eau, c'est-à-dire une solution 
pour laquelle q = 8,4, on a 

c^V = 0,2680 X 80 = 21 ,44» 
et la variation totale de volume est égale à 

Le Tableau suivant contient les variations de la force électromotrice cal- 
culées dans ce cas au moyen de la formule (11), ainsi que les résultats de 
l'expérience : 

Tableau Xr. 

Diminution 

de la f. c. m. en . ^ * ^ 

1 0000 

Pressions. calculée. observée. 

I à 100 {,95 5 

100 'ioo j , 91 4 

résultats qui sont parfaitement d'accord les uns avec les autres. 



VARIATION DE LA FORCE ÉLECTROMOTRICE DES PILES AVEC LA PRESSION. A./|l 

VI. — Etude de Vêlement Gouy. 

I/élcnienl Gouy se compose de mercure sur lequel surnage une légère 
couche de bioxyde de mercure préparé par voie humide. Au-dessus de ce 
mercure se trouve Télectrode négative formée par une baguette de zinc 
pur baignant dans une solution de sulfale de zinc. Le contact avec le mer- 
cure se fait par l'intermédiaire d'un fil de platine qui forme l'électrode 
positive. La réaction qui se produit dans une pareille pile lors de son 
fonctionnement est donnée par Téquation suivante : 

W^ -+- llgO -h ZnO,So'-h Zn = 2Hg 4- ZnO,So'-+- ZnO 
ou 

lIgO-+-Zn = llg-i-Zn(). 

(3r les volumes occupés par ces diflPérents corps sont 

108 



11,29 



= 9,56 pour HgO, 



32 5 
— ^ z= 4 , 786 pour le zine, 

-— — = 7,3j pour le mercure, 
10,6 ' 

/ ^ 

^-^ =6,75 pour le ZnO crislallisé, 

et la variation de volume qui se produit dans l'acte chimique se trouve 
être 

ce qui donne théoriquement, pour les variations de la force électromotrice 
avec la pression, des quantités excessivement faibles. Or l'expérience peut 
être considérée en accord avec ces faits : en effet, en opérant avec un seul 
élément Gouy par la première méthode et en s'entourant de toutes les pré- 
cautions possibles pour éviter de faire fonctionner l'élément, ce qui serait 
une cause de variations très grandes, on n'aperçoit aucune modification 
dans la valeur de la force électromotrice lorsqu'on augmente la pression 
même de 5oo atmosphères. J'ai également opéré, comme pour la pile Da- 
niell, avec quatre éléments montés en tension, de façon à pouvoir amplifier 

Fac. de T. — V. A. 6 
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les variations. L'cx{)tTieiice faite dans ces conditions assigne aux variations 
avec la pression des valeurs excessivement petites, plus faibles même que 
celles données par la théorie. C'est ainsi que, jusqu'à 3oo atmosphères, 
dans les conditions où je m'étais placé, je n'ai sensiblement rien observé; à 
joo atmosphères seulement, il y a, pour les quatre éléments, une variation 
d'environ j^^ de volt, ce qui est à peu près le quart de la valeur assi^ée 
par la théorie. Il est bon, toutefois, de faire remarquer que les valeurs des 
densités qui nous ont ser\*i à calculer les volumes, par exemple le volume 
de Toxyde de zinc, laissent une petite incertitude qui permet d'expliquer 
jjrandement cette légère divergence entre la théorie et Texpérience. 

Nous voyons, en résumé, d'après Tétude des différentes piles que nous 
venons d'entreprendre, que, pour les faibles pressions, il y a un accord par- 
fait entre la théorie et l'expérience, mais que, dès qu'on atteint les pres- 
sions élevées, il se produit des divergences d'autant plus grandes, que les 
pressions elles-mêmes sont plus grandes, c'est-à-dire que les variations subies 
par la force électromotrice des piles avec la pression, au lieu d'être linéaires, 
sont représentées par la formule 

Eo — E 1= flf/> — bp^. 

Le terme 6, très petit, peut être dû à des actions secondaires, dont je me 
réserve l'étude, mais dont la valeur est très faible et qui ne prennent 
d'importance qu'à cause des hautes pressions auxquelles on opère. 
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îi-(lirc que nous retrouvons là les éléments nécessaires à la mesure d'une 
force électromotrice par la méthode d'opposition de PoggendorfT. D'autre 
part, si nous supposons que la lame AB, continuant à vibrer, vienne se 
mettre au contact des vis a et h^ les pôles de la pile P sont, dans ce cas, mis 
en communication avec les points S et T d'un circuit dans lequel soni 
placés deux éléments Daniell, de façon qu'entre ces deux points existe la 
force électromotrice de i^*^S8, nécessaire à la dépolarisation. Dans le cir- 
cuit dérivé SZ^aT est placée une boîte de résistance H, que Ton règle de 
façon à éviter une action trop énergique et une polarisation en sens in- 
verse. 

Nous voyons donc que, pendant la moitié du temps d'une vibration du 
commutateur, la pile est mise en opposition avec une force électromotrice 
suffisante pour la dépolariser, puis que, immédiatement ensuite, pendant 
l'autre moitié de la vibration, elle est placée dans un circuit tel qu'on puisse 
eu mesurer la force électromolrice. Il est à remarquer que, pendant la 
dépolarisation de la pile, lorsque AB est au contact de ah^ il ne peut passer 
aucun courant dans l'électromctre, même lorsque la mesure n'est pas faite. 
On peut donc, après avoir mis le commutateur en marche, enlever le con- 
tact de l'électromètre et déplacer le point I sur la boîte de résistance, jus- 
iju'à ce que l'électromctre revienne au zéro, c'est-à-dire reste à la ménn» 
place, soit qu'on mette, soit qu'on enlève Te contact qui existe entre les 
deux mercures. En faisant les mesures de cette façon, on remarque que, 
dans les mêmes conditions, la force électromotrice de la pile d'étude P 
augmente d'abord pour passer par un maximum, puis diminue; c'est cette 
valeur maxima qui est la force électromotrice vraie et qu'il faut saisir, soit 
sous la pression ordinaire, soit pour les différentes pressions sous lesquelli^s 
on opère. 

Il est bien évident, et il est à peine besoin de le dire ici, qu'il faut que les 
contacts entre les vis ah^ a'h et les pièces A et B soient parfaits, autremeni 
aucune mesure ne serait possible. On s'assure de ce point en branchant sur 
les y\%ah^\.àh' deux circuits, contenant chacun un galvanomètre, et en 
plaçant à la place de P, mais avec les mêmes connexions, une pile constante, 
un daniell, par exemple : si les contacts sont bons quand on fait vibrer 
la lame OAB dans ces conditions, on voit les deux galvanomètr<»s dévier 
(le mêmes quantités et garder une position constante. 

Dans les Chapitres suivants, nous allons mettre à profit les méthodes que 
nous venons de décrire, en les a|)pliquant à la mesure de la variation de la 
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force élcclromolrîcc des piles dont la réaction est accompagnée d'un déga- 
ji^omenl ou d'une absorption de gaz. 

II. — Étude de Vêlement Volta. 

Si la théorie de M. von Hclmholtz est exacte, pour une même variation de 
la pression, la variation correspondante de la force électromotrice est beau- 
coup plus grande dans le voisinage de la pression atmosphérique que pour 
une forte pression. Il en résulte que, si l'élude des variations aux hautes 
pressions offre un intérêt, elle en offre un aussi grand dans le voisinage de 
la pression atmosphérique, puisque, pour une variation de la pression rela- 
livcment très petite, on peut avoir des variations de la force électromotrice 
assez grandes pour être mesurées exactement. J'ai donc commencé par faire 
(les expériences dans le voisinage de la pression ordinaire. 

I** Expériences dans le vide. — Les expériences dans le vide, que je ne 
fais que mentionner, ne m'ont donné aucun résultat satisfaisant; la variation 
observée dans la force électromolrice lorsque la pression varie dépend, en 
effet, d'une foule de circonstances, par exemple, du sens dans lequel la pres- 
sion a varié. En outre, dès qu'un vide partiel est fait au-dessus de la pile, 
il se dégage des bulles gazeuses sur le zinc qui modifient complètement le 
fonctionnement de Télémenl. 

2" Expériences faites entre i et 3 atmosphères. — Pour ces expé- 
riences, j'ai employé un appareil tout en verre, ressemblant assez à un tube 
de Mariotle (Jig- 8). La grande branche, qui était placée verticalement vis- 
à-vis d'une règle divisée, avait 2™,io de long; la petite branche, également 
verticale, n'avait que o™,i5. Sur la grande branche et latéralement étaient 
soudés trois petites cuvettes munies de robinets de verre. La petite branche, 
avant le montage de l'appareil, est terminée en A par une pointe effilée; 
d'autre part, le morceau de zinc pur amalgamé qui doit devenir le pôle 
négatif de cette pile est soudé à un fil de platine long et fin qui est lui-même, 
sur une partie de sa longueur, entouré d'un petit tube de verre qu'on y fait 
adhérer en le fondant; puis la soudure du fil de platine et du zinc, étant re- 
couverte d'une forte couche de vernis k la gomme laque, on introduit cet 
iMisemblcen A dans la petite branche du tube de Mariotte, en s'arrangeanl 
(le façon à faire sortir le fil de platine en dehors, en le faisant passer par la 
pointe effilée. J'introduisais alors en A de l'eau acidulée par de l'acide sul- 
lurique au -^- et bouillie dans le vide, puis du mercure, jusqu'à ce que l'eau 
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un moment donné lorsqu'on augmente sa pression de loo"*". Ce sont pré- 
cisément ces quantités que j'ai mesurées ou du moins dont j'ai vérifié l'exac- 
titude. J'ai, en effet, dans ces expériences, opéré par la première méthode 
signalée à l'occasion des piles à éléments solides ; mais, afin d'éviter toute 
polarisation, après avoir amené Télectromètre au zéro, la pile étant à la 
pression de 772"™, je relevais le commutateur, de façon à isoler la pile. 
J'augmentais alors sa pression de 100™™, puis je modifiais les résistances, de 
façon que, si la théorie était vraie, l'électromètre restât au zéro. Or il 
s'est toujours trouvé que, en abaissant le commutateur après ce réglage, 
l'électromètre restait invariable, alors que, en modifiant les résistances au- 
trement que l'indique la théorie, Télectromètre ne restait pas à sa position 
d'équilibre. La vérification se fait ainsi très facilement au j^^ de volt et 
montre, par conséquent, dans toute l'étendue de ces pressions, une con- 
cordance parfaite de la théorie et de l'expérience. 

3^ Étude de l'élément Volta aux hautes pressions. — Comme je l'ai 
déjà dit, j'ai entrepris l'élude de l'élémenl Volta aux hautes pressions en 
employant la méthode du commutateur vibrant que j'ai décrit (p. 45)et en 
me servant des appareils de M. Cailletel. J'ai fait plusieurs séries d'expé- 
riences, soit en suivant la marche des pressions ascendantes, soit en suivant 
celle des pressions descendantes; j'ai toujours, dans les différents cas et dans 
les différentes déterminations, trouvé des nombres assez concordants dont 
les moyennes sont consignées dans le Tableau suivant, vis-à-vis des valeurs 
indiquées par le calcul : 

Tableau II. 

Variation 
de la f. e. m. en -f^ ^jq de voll 

Pressions. calculée. observée. 

'>.'} 'loG î 10 

')o 4î)t'> -^^^'^ 

73 5i8 50o 

1 00 j86 (mm) 

I 5o G î I G5 "i 

9.00 i\^i 700 

>oo 7ÎI 770 

400 78r. 83 5 

îoo 82.>. 900 

11 se produit encore ici une légère divergence aux hautes pressions, comme 
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dans la cuvette V, en ouvrant le robinet R', on règle son arrivée et on le 
laisse pénétrer jusqu'à ce qu'il affleure au trait voulu, on fait la mesure et 
on recommence de la même façon, jusqu'à ce que le robinet R' soit devenu 
inutile, par suite de l'élévation du mercure. On se sert, de même, de la cu- 
vette V' et du robinet R'". Enfin on finit de remplir le tube au moyen d'un 
petit réservoir V'' muni d'un long tube capillaire qui verse le mercure en 
filet très fin et sans le moindre choc. De même, en faisant l'expérience in- 
verse et en suivant la marche des pressions décroissantes, on a le soin de 
vider les cuvettes V" et V et, en ouvrant les robinets R", R', puis R, on 
enlève les quantités de mercure voulues. 

Par le fait de Taddition de ces différentes quantités de mercure, les pres- 
sions ont été en augmentant régulièrement et sont devenues 872, 972, . . .; 
en plaçant ces quantités dans la formule (23), on calcule les diminutions 
suivantes, pour la force électromotrice : 

Tableau l. 

Variations 
Pressions. de la f. e. m. Différence. 



•*"" - . i5,3i 

i3,6 

12,3 



loo i5,3i 

200 a8,95 

3oo 4i )25 

400 5^,47 

5oo 62,76 

600 72,28 

700 81 , ri 

800 89,38 

900 97»34 

1000 104,54 

1 100 I ïi j34 

1200 1 17,88 

i3oo 124,10 

1400 l3o,02 

i5oo i35,68 

1600 i4i ,10 

1700 ï46,îiy 

1800 i5i ,27 

1 900 1 56 , 06 

2000 160,64 



1 1 ,2 
10,3 

9,5 
8,8 
8,2 

7,7 
7, a 
6,8 
6,5 
6,2 

5,9 
5,6 

5,4 

5,2 

5 

4,8 

4,6 



La dernière colonne de ce Tableau contient les différences entre deux 
nombres consécutifs de la deuxième colonne et représente, par conséquent, 
en j—^ de volt la variation qu'éprouve la force électromotrice de la pile à 
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de zinc dissous dans la pile correspond un dégagement de ^ d'équivalent de 
bioxyde d'azote, soit lo^, dont le volume est égala 



'^ =7446^. 



1,343 



En supposant que le bioxyde d'azote suive, dans l'ensemble des pressions 
employées, la loi de Mariotte, nous pouvons lui appliquer la formule (12), 
ce qui nous donne, pour la variation de la force électromotrice qu'éprouve 
un tel élément avec la pression 

Eo— E=^o,oo833|;^^. 

Les mesures elîectuées sur ces éléments ont été faites par la première 
méthode indiquée page 16 et s'appliquant aux piles exemptes de polarisa- 
tion; ici, en effet, l'azotate de soude agit comme dépolarisant, et cette mé- 
thode peut parfaitement être suivie, à condition toutefois de l'employer 
avec précaution afin de ne pas fatiguer les éléments, car alors il se produi- 
rait une légère polarisation qui modifierait complètement les résultats, ren- 
drait les variations sensiblement nulles. 

Les moyennes d'un certain nombre d'expériences faites avec des éléments 
parfaitement dépolarisés sont consignées dans le Tableau suivant, vis-à-vis 
des variations indiquées par le calcul : 



Tableau 111. 



Diininulion 



de la f. c. m. en -^^-^ 
PrcssioDs. calculée. observée. 

atui 

5o i-2") 33() 

loo 383 4o5 

'>».<Ki î4 1 4()(» 



5«)<>. 



/». 



17) )(M) 



(.l(»s résultais sont analogues ji ceux donnes par réiément Voila 
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IV. 



Piles I 



gaz. 



La décomposilion de l'eau acidulée a été opérée pour la première fois par 
Cariisle et Nicholson ( ' ) en 1 800, et le transport aux deux pôles de la pile 
des éléments séparés dans les décompositions électroly tiques démontré dés 
i8o3 ; mais ce n'est qu'en 1824 seulement que de la Rive (') signala la po- 
larité secondaire des lames de platine ayant servi à i'électrolyse de l'eau. 

Rîlter(*) construisit bientôt après sa pile secondaire, basée sur la polarité 
secondaire des métaux attaquables par les produits de la décomposition et 
qui est devenue, grâce aux travaux de Gaston Planté {'), l'accumulateur 
actuel que nous avons étudié précédemment. Presque en même temps que 
Rilter, Grove (*) reprit l'idée de de la Rive et forma sa batterie voltaïquc 
à gaz en mettant à profit la polarité secondaire des lames inattaquables. 
Cette pile, telle qu'elle était, existe encore aujourd'hui : c'est, en principe, un 
voltamètre dont les deux électrodes sont constituées par deux grandes 
lames de platine placées, comme le représente \afig. 9, dans toute la lon- 




gueur de deux grandes éprouvettes fixes et complètement remplies d'eau 
acidulée. En mettant chaque lame de platine en communication avec les 
pôles d'une pile, on décompose l'eau en ses éléments gazeux qui, en s'accu- 
lant sous les éprouvettes, polarisent les lames de platine et leur communi- 
quent une différence de potentiel. 



l\-ich,>hon'>^ Journal „f ni'lural PkUosophy, l. IV. 
Traité ,rclectrirUr. d-' Becquerel, l. IH. 
■'j Neuei .Ung/izinr, 1, VI; i8o3. 

techerr/ies sur frh-rlricité; i885. 

i'ïi-rii-, I, \1\', ].. 139; 1839; '■ XXI, p. ^t■J■, 1 
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Ce sont ces batteries non utilisées encore qui doivent nous occuper main- 
tenant. A cette étude est attachée une certaine importance; car, si la pres- 
sion ne diminue pas leur force électromotrice et que, au contraire, elle 
l'augmente, comme le fait prévoir la théorie, ces batteries pourront, comme 
l'avait déjà proposé John Smith (*), être employées sous pression et deve- 
nir ainsi, pour un même espace, des réservoirs beaucoup plus grands de 
gaz et, par conséquent, d'énergie électrique. Dans ces nouvelles conditions, 
elles peuvent lutter avec les accumulateurs à lames de plomb et devenir, 
par suite, d'un intérêt pratique des plus grands. 

L'étude de la polarisation des lames de platine à différentes pressions fut 
entreprise d'abord par Becquerel (*), puis par M. Crova ('), qui trouvèrent 
des variations de la polarisation à peu près nulles avec la pression. Plus ré- 
cemment, M. Morley (*) reprit cette étude, mais fut conduit à des résultats 
trop faibles, qui sont inhérents à sa méthode expérimentale qui, comme 
celle de ses prédécesseurs, n'est pas exempte de critique. Le problème in- 
verse, c'est-à-dire l'étude de la variation de la force électromotrice d'élec- 
trolysation de l'eau sous diverses pressions, fut entrepris par M. von Helm- 
holtz (*) lui-même dès 1888. Ce savant, opérant dans un vide de lo"" 
d'eau, puis sous la pression ordinaire, a trouvé, dans ces conditions, que la 
force électromotrice minima de décomposition a une valeur répondant bien 
à celle que lui assigne le calcul. 

Mes expériences sont également venues fournir une nouvelle vérification 
dont je vais soumettre ici les éléments. 

La pile à gaz que j'ai employée se compose {^fig^ 10) de deux petits tubes 
de verre étroits, fermés à l'une de leurs extrémités et contenant chacun une 
petite lame de platine terminée par un fil de même substance soudé à la 
partie supérieure des tubes. 

L'ensemble de ces deux tubes, complètement remplis d'eau acidulée, plon- 
geait dans une éprouvette également remplie de ce liquide et était placé 
dans le bloc de compression, d'où n'émergeait que les fils conducteurs. La 
méthode, suivie pour les mesures, était, à quelques modifications, celle dé- 



(») John Smith, PhiL Mag,; i883. 

(*) Becquerel, Annales de Chimie et de Physiquey t. XLVIJI, p. 23o. 

(5) Grova, Thèse présentée à la Faculté de Montpellier; i86'2. 

(*) MoRLEY, PhiL Mag., 5* série, t. V, p. 272; 1878. 

(5) IIelmiioltz, Wiedemanns Annalen, \^^%\ Journal de Physique, 1889. 
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crite page 45 ; seulement, pour le casprésent, la force électromotrice comprise 
entre les deux points S et T est de 2 volts, et c'est elle qui sert à polariser 



la pile à gaz; en outre, la rcsislancc R (Jîg- 7) est ou supprimée ou très 
petite : en P était la pile à gaz que nous venons de signaler, et le reste était 
semblable à ce que nous avons déjà décrit. De cette façon, on mesure la 
force électromotrice de la pile, soit à la pression ordinaire, soil sous d'au- 
tres pressions toujours immédiatement après la polarisation, c'est-à-dire 
dans des conditions normales. On remarque, à ce propos, que, lorsqu'on 
comprime une pile polarisée par la méthode que nous venons d'indiquer, sa 
force éleclromotriee met à croître un certain temps nécessaire à la nouvelle 
polarisation normale des lames métalliques sous la pression à laquelle on 
opère, et que, si l'on ne suivait pas ia méthode précédente, on observerait, 
lors de la compression, comme nous le dirons plus tard et comme l'avaient 
trouvé M. Morley et les autres expérimentateurs que nous avons signalés 
plus haut en opérant de cette façon, que la variation de la force électro- 
motrice est très faible ; il n'y a pas lieu de s'étonner de ce fait, qui est dû à 
une partielle dissolution du gaz adhérant aux électrodes, c'est-à-dire à une 
dépolarisation absolument anormale. 

En opérant par la méthode que nous venons d'indiquer, on obtient des 
résultats très concordants avec ceux donnés par la formule 

et dont les valeurs suivent : 
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J'ai, en outre, trouvé, pour la force électromolrice des piics à gaz à la 
pression ordinaire, des valeurs comprises entre i"", 771 et 1*"'', 778, c'est-à- 
dire absolument ce qu'avait trouvé M. von Helmholtz pour la force électro- 
motrice minima de décomposition de l'eau à celte pression. Je crois, du reste, 
que, si l'on construit la pile secondaire, comme je l'ai fait, avec du' platine 
exempt de gaz et recouvert d'un enduit de platine électrolylique et que, en 
outre, l'eau acidulée soit parfaitement bouillie dans le vide, on retrouve 
toujours des valeurs comprises entre les nombres donnés précédemment, 
les écarts observés dans certaines expériences tiennent surtout à la pré- 
sence de gaz étrangers. 

En résumé, l'étude des piles à dégagement gazeux que nous venons de 
faire nous montre que, pour les faibles pressions, il y a un accord parfait 
entre la théorie et l'expérience, mais que, aux fortes pressions, les varia- 
tions de la force électromotrice, au Ueu d'être proportionnelles au loga- 
rithme népérien do la pression, sont données par l'expression 

Eo— E = \ilp -h cp; 

le coefficient c est très petit et tient encore ici probablement à une action 
secondaire très faible, qui ne prend de l'importance qu'à cause des hautes 
pressions employées. 
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I. — Étude des piles polarisées. 

Jusqu'ici, nous ne nous sommes occupés que des piles réversibles aux- 
quelles seules la théorie de M. von Helmhollz est applicable. Je me propose de 
terminer ce travail par l'étude des variations que subit la force électromo- 
trice des piles polarisées, non réversibles par conséquent, sous l'influence 
de la pression. 

Les piles étudiées furent des éléments Volta, à pôle positif formé de 
cuivre, de plomb, d'étain et de bismuth, et la pile à gaz de Grove incom- 
plètement polarisée. Je me suis servi, pour les mesures relatives à l'élé- 
ment Volta, du commutateur vibrant décrit page 45. La méthode employée 
est celle décrite précédemment; il suffît, en se reportant à la fig. 8, de 
supposer simplement les deux vis a et 6 réunies l'une à l'autre par une 
résistance très faible pour avoir schématiquement la représentation des 
appareils employés. Cette méthode avait pour but, une pile étant pola- 
risée, de la maintenir à son degré de polarisation, même pendant la mesure 
de la force électromotrice. J'ai, en effet, remarqué que, lorsque la force 
électromotrice d'une pile est, à cause de la polarisation, voisine de sa 
valeur minima, si l'on vient à ouvrir le circuit de cette pile, même unique- 
ment pendant le temps nécessaire à l'exécution d'une mesure, on voit la 
force électromotrice augmenter, et cela d'une façon assez notable. En opé- 
rant comme nous l'avons indiqué précédemment, la mesure se fait un 
temps très court après que la pile a cessé de fonctionner, et, pendant la 
mesure elle-même, la pile est la moitié du temps en court circuit, c'est- 
à-dire qu'on est dans les conditions les plus favorables au maintien de la 
polarisation. Il faudra, en outre, dans ces expériences, conduire les pres- 
sions avec beaucoup de soin, de façon à éviter, par des variations trop 
brusques, des dépolarisations par suite du dégagement partiel des bulles 
gazeuses situées à la surface du pôle positif. 

1" Pile de Volta à pôle positif de cuivre. — Nous allons nous occuper 
d'abord des résultats donnés par une pile Volta montée avec zinc et cuivre 
immergés dans de l'eau acidulée par l'acide sulfurique. 

de T, — V. A. 8 
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Les variations obtenues par une telle pile, exempte de polarisation et 
dont la force électromotrice est, par conséquent, voisine de i volt, ont déjà 
été données, mais je les rappelle ici; elles sont : 

Tableau /. 

Pressions. Variations. 

loo 600 

aoo 700 

3oo 770 

Fermons maintenant la pile sur elle-môme de façon à la polariser. 
Lorsque sa force électromotrice est tombée ào^^'^,42, effectuons la me- 
sure des variations de la force électromotrice avec la pression, suivant la 
méthode précédemment indiquée, nous trouvons : 

Tableau II. 

Pressions. Variations. 

100 60 

200 78 

3oo 90 

|oo 100 

Continuons à polariser la pile et effectuons une nouvelle série de me- 
sures; lorsque sa force éleclromotrice est tombée à 0^***^370, nous obte- 
nons : 

Tableau III. 

Pressions. Variations. 

1 00 3o 

200 36 

3oo 40 

Enfin, si Ton opère plusieurs jours après, lorsque la polarisation est com- 
plète et que la force électromotrice de l'élément est tombée à 0^'°^', 276, 
on trouve des variations très faibles indiquées par le Tableau suivant : 

Tableau IV. 

Pressions. Variations. 

100 5 

200 6 

3oo f> 
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II résulte de la considération de ces Tableaux que : 

Lorsqu'une pile est polarisée y la variation de sa force électromotrice 
avec la pression est plus faible que celle observée sur cette même pile 
avant polarisation. 

En outre, si, pour une même pression, loo atmosphères par exemple, 
nous construisons une courbe en prenant pour abscisses les valeurs de la 
force électromotrice de la pile polarisée et pour ordonnées les valeurs de la 
variation subie par cette pile lorsqu'on la comprime, nous obtenons la 
courbe ci-dessous {fig- 1 1) : 



Kig. II. 
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Nous voyons, d'après cette courbe, que : 

Pour une pile polarisée, les variations de la force électromotrice avec 
la pression sont d'autant plus petites que la force électromotrice primi- 
tive est elle-même plus petite, et ces variations sont une certaine fonc- 
tion parabolique de cette force électromotrice primitive. 

En outre, si nous considérons les résultats donnés à diflérentes pressions 
par une pile dont la polarisation est constante, nous observons que : 

Lorsqu'une pile est polarisée, la variation de sa force électromotrice 
avec la pression a lieu plus rapidement que les logarithmes népériens^ 
et cette variation peut être représentée par une expression de la forme 

Eo-Er^A^,^4-a(/>~/?o), 



c'est-à-dire que la loi des variations est analogue à celle observée sur les 
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piles non polarisées qui s'écartent, aux hautes pressions, de la forme népé- 
rienne. 

2** Pile Volta à pôle positif de plomb. — En opérant de la même 
façon avec une pile formée par une lame de zinc et une de plomb plon- 
jçeant dans de Teau acidulée par Tacide sulfurique, j'ai trouvé, lorsque la 
force électromotrice était de o^^^'S 462, les variations suivantes : 

Tableau V, 

Pressions. Variations. 

100 145 

200 190 

3oo 2i5 

Pour une polarisation plus complète et une force électromotrice primi- 
tive de o^'^^^^jSa, j'ai trouvé : 

Tableau Ï'L 

Pressions. Variations. 

100 70 

200 90 

3oo io5 

Enfin, pour une polarisation complète obtenue au bout de plusieurs 
jours, lorsque la force électromotrice était tombée à o^'S i48, les variations 
devenues très faibles étaient : 

Tableau m. 

Pressions. Variations. 

100 4 

aoo 5 

3oo 5 

Cette dernière étude, ainsi que les recherches semblables sur les piles de 
Volta formées avec des pôles positifs en étain et en bismuth, que je ne fais 
que mentionner, mais qui m'ont donné des résultats analogues, ne font 
que confirmer les quelques lois que nous avons énoncées relativement aux 
éléments polarisés. 

3® Pile à gaz de Grove incomplètement polarisée. — Les remarques 
que nous venons de faire sur les piles de Volta polarisées s'appliquent aux 
piles à gaz incomplètement polarisées qui, elles aussi, ne sont pas réversibles. 
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Ainsi, par exemple, si, après avoir polarisé incomplètement une pile à gaz 
en ne mettant en liberté que quelques bulles des gaz hydrogène et oxygène, 
on comprime un tel élément, les variations observées sont très faibles. En 
outre, les résultats obtenus ne sont pas absolument constants et dépendent 
de la polarisation initiale; malgré cela, les nombres suivants, qui résultent 
d'une expérience faite après une polarisation très courte, nous montrent 
l'ordre de grandeur des variations. 

Tableau VIIL 

Pressions. Variations. 

100 3o 

200 4^ 

3oo 55 

Il résulte de là la nécessité absolue d'opérer, pour les mesures relatives 
aux éléments réversibles, par la méthode du commutateur vibrant, méthode 
que nous avons indiquée précédemment. Ces résultats expliquent, en outre, 
comment certains observateurs ont trouvé, pour ces variations, des nom- 
bres plus petits que ceux que j'ai trouvés moi-même. 

II. — Étude des réactions chimiques sous pression. 

L'influence de la pression sur les réactions chimiques ou, en d'autres 
termes, l'équilibre possible entre une pression et une affinité chimique, 
sont des faits fort controversés et encore en suspens. 

Je me propose ici non de traiter la question au complet, mais de signaler 
seulement les expériences faites relativement à l'action de l'acide sulfurique 
sur le zinc à diflerentes pressions et de dire, dans ce cas, les conséquences 
auxquelles me portent les expériences décrites dans le paragraphe pré- 
cédent. 

Babinet (*), qui est le premier à avoir étudié l'action de l'acide sulfurique 
sur le zinc, dit à cet égard : « Si l'on opère en vase clos, lorsque le gaz 
acquiert une force élastique suffisante, V action chimique s^ arrête ; elle est 
suspendue jusqu'au moment où l'on donne issue aux gaz comprimés dont 
la force fait, en quelque sorte, équilibre à l'action chimique qui tend à le 



(*) Babinbt, Annales de Chimie et de Physique, a* série, t. XXXVII, p. i83. 
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dégager. » Et ces pressions limites, auxquelles l'acide sulfurique n'a plus 
d'action sur le zinc, sont, d'après le même auteur, de 

33 atmosphères à 25% 
i3 atmosphères à io°. 

BeketofF qui, d'une façon analogue, avait essayé de faire éclater des 
tubes préalablement chargés avec du zinc et de l'acide sulfurique et qui 
n'était arrivé qu'à des résultats négatifs, posait les mêmes conclusions que 
Babinct. 

Mais, comme le fait remarquer Favre (*), ces observateurs supposaient 
le phénomène arrêté bien avant qu'il le soit réellement, et cela probablement 
parce qu'ils faisaient réagir sur le zinc des quantités d'acide sulfurique in- 
suffisantes. 

Plus récemment, M. Cailletet (^) a repris cette étude et s'est servi d'un 
appareil semblable à celui qui lui servait pour liquéfier les gaz et composé 
d'une pompe hydraulique puissante, mise en communication avec un réser- 
voir en fonte de fer; à celui-ci est adapté un tube de cuivre capillaire, d'une 
longueur quelconque, qui peut être réuni à un tube de verre fermé, à l'une 
de ses extrémités, au moyen d'un ajutage à vis. C'est dans ce tube-labo- 
ratoire que les expériences sont exécutées. Il est possible, en effet, grâce à 
la flexibilité du tube de cuivre, de manœuvrer en tous sens l'appareil labo- 
ratoire, de s'en servir, en un mot, comme s'il était entièrement libre. Dans 
ces conditions, M. Cailletet fait réagir l'acide chlorhydrique sur le zinc et 
constate un ralentissement énorme de la réaction avec la pression. 

A côté de ces observations, il en est d'autres qui, au contraire, portent à 
croire que la pression a peu d'action sur les réactions chimiques. De ce 
nombre sont les observations de Gmelin (^), de Favre (*) dont les travaux, 
qui méritent une mention spéciale pour le soin avec lequel ils ont été faits, 
vont nous arrêter quelques instants. 

Favre employait, pour ses expériences, des. ampoules en verre à parois 
très épaisses dans lesquelles il plaçait des cylindres de zinc et de l'acide 



(') Favre, Comptes rendus, t. LI, p. 1028. 

(') Cailletet, Comptes rendus, t. LXVIII, p. 395. 

(3) Gmelin, Handbuch der Chemie, 4* édition, t. I, p. 126. 

(M Favre, loc, cit. 
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sulfurique en excès. Voici, du reste, comment il rapporte lui-même une de 
ses expériences : 

« Après avoir introduit des cylindres en zinc, pesés préalablement dans 
l'ampoule générateur des gaz qui contenait déjà 2*]^ d'acide sulfurique 
étendu de neuf fois son volume d'eau, on notait le volume d'hydrogène 
recueilli sur l'eau à la pression atmosphérique, ainsi que la durée de chaque 
opération. Le gaz dégagé occupait 

720** après 17"*, 
9o8«« après 46 
gSS" après i*»45 



m 
m 



à ce moment, le dégagement avait presque cessé et le zinc avait perdu 
2^, 634 de son poids. 

)> Dans une seconde série d'expériences, on plaçait la même ampoule, 
préparée dans les mêmes conditions, entre les deux disques d'un appareil 
destiné à fermer complètement les ampoules, afin que Thydrogène dégagé 
restât confiné dans un espace hermétiquement clos. Dans ce cas, le volume 
de gaz qui correspondait au poids du zinc dépensé aurait occupé, à la pres- 
sion atmosphérique, 

(I) 608"^ après o*»i7", 

(II) 789** après 0^46°*, 

(III) 9o8«= après l'^iS"*. 

» L'espace, occupé par l'hydrogène ainsi confiné, était mesuré avec soin 
dans chaque opération, et il était facile de connaître la pression que le gaz 
exerçait sur le liquide soumis à l'électrolyse. Cet espace était de j^^ dans 
l'opération (I) et de 18 pour les deux autres; d'où il suit que la pression a 
été de 86**" dans la première expérience, de 43 dans la seconde et enfin de 
5o dans la dernière. » 

Ces expériences montrent une influence de la pression relativement faible, 
en tout cas beaucoup plus petite que celle signalée par les observateurs 
cités précédemment. 

Enfin, dernièrement, M. Berthelot (*), au sujet des expériences de 
M. Cailletet, rappelle des résultats auxquels il était arrivé douze ans aupa- 

■ ■ ■ - , 

(*) Berthelot, Comptes rendus de l' Académie des Sciences, t. LXVIII, p. 536. 
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ravant en opérant d'une façon analogue à Favre. Il résulte de ses expé- 
riences, faites jusqu'à 1 8o**™, que « la pression seule ne parait pas susceptible 
d'empêcher le dégagement de l'hydrogène par la dissolution du zinc dans 
l'acide sulfuriquc étendu, pas plus qu'elle n'empêche le déplacement du 
cuivre par le zinc dans le sulfate de cuivre dissous. » 

Ces idées sont conformes à celles que nous font naître les résultats que 
nous avons obtenus dans l'étude des piles polarisées. Supposons, en effet, 
comme on l'admet en général, que, dans l'attaque du zinc ordinaire par 
Tacide sulfuriquc, il se forme entre le zinc pur et les impuretés métalliques 
([u'il contient, des couples locaux auxquels est dû le dégagement gazeux. 
Dans ces conditions, lorsqu'un morceau de zinc est attaqué par l'acide sul- 
furiquc, nous sommes en présence d'une infinité de petits couples voltaïques 
polarisés engendrant de l'électricité dont le passage à travers l'eau acidulée 
pour aller d'un pôle à l'autre est nécessaire au dégagement de l'hydrogène. 
Il en résulte, dans cette hypothèse, que ce dégagement gazeux est intime- 
ment lié à l'intensité des phénomènes électriques. Or nous avons vu que, 
lorsque la pression augmente, même de grandes quantités, la force électro- 
motrice d'une pile voltaïque polarisée diminue très peu et d'autant moins 
((u'elle est plus polarisée. 

De ce fait il résulte, au premier abord, que l'attaque du zinc par l'acide 
sulfuriquc ne doit pas être sensiblement diminuée par une augmentation de 
pression. Seulement, jusqu'ici, nous avons négligé un fait très important, 
(|ui est le dégagement gazeux lui-même. 

Lorsqu'on met en présence du zinc pur ou amalgamé et de l'acide sul- 
furiquc dans le vide, on observe, comme l'a fait M. Gh. d'Almeida ('), un 
dégagement gazeux très abondant; à la pression ordinaire, au contraire, il 
se forme une pellicule gazeuse adhérant au zinc qui n'est pas attaqué. Il 
est permis d'admettre, dans un même ordre d'idées, que, dans les expériences 
sous pression faites avec le zinc ordinaire, les bulles gazeuses se dégagent 
très difficilement, restent à la surface du métal et, constituant une résis- 
tance électrique très grande, s'opposent au passage de l'électricité et, par 
suite, d'un abondant dégagement gazeux. En outre, entre une molécule de 
zinc et celle d'un autre métal, que nous avons supposées former un couple, 
existe de l'eau acidulée qui, àhaute pression, va devenir une solution très riche 



(') Gii. d*Albieida, Comptes rendus de l^ Académie des Sciences^ t. LXVIJf, p. ^^x. 
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en hydrogène; or il peut se faire que cette solution conduise mal l'électri- 
cité et devienne encore une cause de diminution du dégagement gazeux. 

En résumé, je crois qu'on peut dire que l'existence de bulles gazeuses ou 
une autre cause diminuant l'intensité des courants particulaires diminue 
également l'intensité du dégagement gazeux, mais ne peut l'annuler com- 
plètement, à cause de l'existence presque intacte de la force électromotrice 
des petits éléments. 

Résumé. 

Les résultats signalés dans les Chapitres précédents nous montrent que, 
d'une façon générale, pour toutes les piles réversibles mises en observation, 
les variations de la force électromotrice observées pour des pressions mo- 
dérées sont parfaitement en accord avec les valeurs données par la théorie 
de M. H. von Helmholtz. 

Aux hautes pressions, il se produit entre les valeurs observées et calculées 
des écarts d'autant plus grands que les pressions sont plus grandes; c'est 
ainsi que les variations qui, pour les piles à éléments solides ou liquides, 
devraient être linéaires, sont représentées par une formule parabolique 

Eo — E =1 «/> — 6/?* ; 

que, pour les piles à dégagement gazeux, au lieu d'avoir une variation 
donnée par un logarithme népérien, elle est donnée par une expression de 
la forme 

naturellement les coefficients 6 et c sont très petits et ne donnent aux 
termes additionnels une valeur notable qu'aux hautes pressions. Je crois 
qu'il est permis de mettre ces divergences qui naissent aux hautes pressions 
sur le compte d'actions secondaires sur la nature desquelles je ne me pro- 
nonce pas et dont je me réserve l'étude pour une prochaine Note, mais qui, 
en tout cas, n'entachent en aucune façon l'exactitude de la théorie de 
M. von Helmholtz, ni la vérification, dans certains cas étonnante, que lui 
fournissent aujourd'hui mes expériences. 

Dans le cas des piles polarisées, non réversibles, j'ai trouvé des variations 
de la force électromotrice beaucoup plus faibles que pour les piles précé- 
dentes; mais ces variations, dans leur ensemble, obéissent encore à des lois 

Fac, de T, — V. A. 9 
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simples analogues, quant à la forme, à celles signalées pour les éléments 
non polarises. 

Enlin, appliquant les résultats précédents à l'étude des réactions chi- 
miques sous pression, je crois pouvoir conclure, avec M. Berthelot, qu'une 
pression ne saurait entraver une réaction et, par conséquent, faire équilibre 
à Taffinité chimique, qu'elle peut uniquement en diminuer Tintensilé. 
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PRÉFAGi:. 

Je ine propose, dans ce travail, de déterminer les équations aux dérivées 
partielles 

(i) F(ar,r, -,;>,7) = o 

qui admettent un groupe continu de transformations (ponctuelles). On sait 
que M. Sophus Lie a résolu le problème analogue pour les équations diffé- 
rentielles ordinaires et montré comment ces équations en nombre infini 
dérivent par une transformation ponctuelle d'un nombre limité d'entre 
elles, qu'il a appelées ybr/??c',ç canoniqurs. La méthode suivie par M. Sophus 
Lie pourrait servir également pour la solution du problème proposé; mais 
il faudrait, pour cela, déterminer les équations invariantes qui correspondent 
à chacun des nombreux groupes ponctuels de l'espace à trois dimensions; 
or la recherche de ces groupes constitue un problème difficile, dont la solu- 
tion n'a pas encore été publiée ('). On peut éviter cette détermination en 
utilisant une remarque déjà ancienne de M. Sophus Lie. L'illustre géomètre 
a montré, en effet, qu'il existe une correspondance remarquable entre les 



(*) Dans la préface de Touvragc de MM. Lie et Engel sur la théorie des groupes, M. Lie 
annonce que le calcul de tous les groupes ponctuels de l'espace à trois dimensions sera 
développé dans le troisième volume. 
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CHAPITRE I. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 



i . On appelle élément iWxwQ ligne C 

(C) .r^/{l), y = g(t), z~h(l), 

l'ensemble formé par un point de cette ligne et la tangente en ce point. Les 
six quantités x^y, Zj dx^ dy, dz^ qui déterminent complètement la position 
de réiément correspondant au point {x^ y^ j), sont dites les coordonnées 
de cet élément. L'ensemble (m, d) d'un point m et d'une droite d passant 
par ce point constitue évidemment un élément commun à une infinité de 
lignes : nous l'appellerons pour cette raison un clément de ligne ou élément 
linéaire ('). 

Plusieurs élémenls de ligne sont dits unis suivant une courbe si chacun 
iW'AW est un élément de cette courbe. 

Si Ton (^IFectue une transformation ponctuelle 

on voit innnédiatement que les courbes qui admettent un élément commun 
( ///, «t ) sr cliangent en courl)es ayant aussi un élément commun (m\d)i cet 
éléincnl <»sl dit le correspondant ou le transforme de réiément (^m^ d) par 
iMpport à la transformation (i ). Si x, >', j, dxj dy^ dz sont les coordon- 
nérs (\r ( ///, // ), celles de (ni . d ) sont données par les équations (i) et les 



( ' I Itrs iiniioii> foii(lanienlaIe> d'élément linéaire et d'élément de surface sont dues, comme 
Mfi «iiii, Il M. Soplius Lie. 
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suivantes 

. , d\ , i)\ . ()\ , 

dx = -7- dx H — r— dy H — dz^ 

ùx ôv ^ ()z 

^ dz Ti^ ^r- dx 4- -r- dy -f- -r— dz, 

\ ôx *jy '' <j^ 

A des éléments de ligne unis suivant une courbe C correspondent évi- 
demment des éléments de ligne unis suivant la courbe C transformée de la 
courbe G. 

Supposons, en particulier, que les équations (1) définissent un groupe G à 
r paramètres et à trois variables x^y^ z\ dans ce cas, les équations (i) et 
(2), considérées comme définissant des transformations à six variables indé- 
pendantes x^y^ Zj dxy dy, dz^ déterminent aussi un groupe à r paramètres. 
Ge groupe est dit un groupe prolongé (*) de G; il indique la loi suivant 
laquelle les transformations de G échangent entre eux les éléments linéaires 
de l'espace. En outre, si le groupe G est engendré par les r transformations 
infinitésimales 

X//=Ê/(^,7, -)^ 4-rî/(j:,v,c)^ -hÇ.(x, j, z)-£y i=zi, 2, ...,r, 

le groupe prolongé est engendré par 

X//-t-X;/, / — /{x,y,z,dx,dy,dz), 
où 

'•^ ddx ^ d dy d dz 

et 

ax ôv ^ dz 

àr\i , , ôra dru 

.J.^^^dx-^^^dy-^-^-^dz, 
OX dy ^ ôz 

2. On appelle élément d'une surface S l'ensemble (//«, P) formé par un 
point m de cette surface et le plan P tangent en ce point. Un élément linéaire 
d'une courbe tracée sur la surface S sera appelé un élément linéaire de 



( *) SoPHUS Lie, Théorie der Transformationsgruppen , t. I, p. 524. 
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la surface. On peut dire alors que rêlémenl (w, P) esl rensemble des élé- 
ments linéaires de 5 issus du point m. 

Les coordonnées x, \\ z et les coefficients de direction /, /w, n de la nor- 
maie au plan P sont les six coordonnées de Télémeol (/w, P). 

L'ensemble formé par un point quelconque et un plan quelconque passant 
par ce point est évidemment un élément commun à une infinité de surfaces ; 
pour cette raison, nous l'appellerons un clément de surface. 

Plusieurs éléments de surface sont dits unis suivant la surface S, si cha- 
cun d'eux est un élément de cette surface. 

Supposons qu'on efTeclue une transformation ponctuelle quelconque 

l'élément C//i', P ; qui est constitué par les transformés des éléments linéaires 
de l'élément (m^ P) est dit l'élément correspondant ou transformé de 
Cm, P^ par ra[>port a la transformation ( r). Si (x. y\ z, /, m^ n) sont les 
coordonnées de l'élément ( //i, P^, celles de l'élément {m', P') sont données 
par l'identité 

(2) l dx -r- m dy — ndz =z i dx' — m' dy' — n' dz', 

équivalente au système 

ox Ox ox 

(3) ' m . l — m -— — /*' -r-, 

ÔY dy OY 

U** l/w t/*» 

et Ton voit que : 

Si plusieurs surfaces ont un élément commun (/w, P), leurs transformées 
ont également un élément commun, à savoir l'élément (m\ P). Des élé- 
ments de surface unis suivant une surface S se transforment en éléments de 
surface unis suivant la surface S' transformée de S. 

Supposons maintenant fjue les équations (i) définissent un groupe G à 
r paramétres et à trois variables x, y, z ; dans ce cas, les équations (i) et (3}, 
considérées comme définissant dr*s transformations à six variables indé- 
pendantes x,^s z^ L ///, A/, déterminent aussi un groupe à /'paramètres. Ce 
groupe est dit aussi un groupe prolongé du groupe G; il indique la loi sui- 
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'e G échangent entre eux les éléments de 
ne G est engendré par les r trans- 



>/■ 



J € 1 f ^f • • t y If 






()z oz 






)uur coordonnées d'un élément de surface les six 
. /, /;/, /^), on peut choisir le système équivalent (^, JK? ^y 
Dans ce cas, les transformations finies du groupe prolongé 
•iiiK'es par les relations 

p {dz — p dx — qdY)-=i dz' — p' dx' — q' dy'^ 

' l«'s transformations infinitésimales sont 



ou 



d^i d^i df\i d à â 

dx ^ dx ' dx ' dx dx dz 

__ d^i d^i df\i ^ _ ^ ^ 

^'~ d^~^dy~'^~d^' d^ Ty'^'^Tz' 

3. Considérons les éléments de ligne en nombre doublement infini qui 
sont unis en un point quelconque s de l'espace. Une infinité simple (et con- 
tinue) de ces éléments constitue ce que Ton appelle un cône élémentaire. 
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Appliquons à ces derniers une transformation ponctuelle quelconque 

La famille des êlêm«*nls linéaires transformés détermine un second cône 
élémentaire qui esl dit h* transforntr ou le correspondant du premier rela- 
tivement aux é(pialions< i ). Désijrnonsle premier cône par C, le second par 
C. L'élément <1«' surface défini par les deux éléments linéaires («, sa) et 
(s. sb ) du cônt» C a pour transformé Télémenl de surface déterminé par les 
deux élénieiils linéaires (.y', s a ) ri \s\ s'// ) du cône C'. De là on conclut 
immédiatt*nient que réléinenl de surface ( .v, P ) formé par le point («) et le 
plan tanjrent au cCmo C suivanl { sa) a pour transformé l'élément («', P'), 
formé par Ir poinl .v' et le plan lanpMil au eône C/ suivant s^a\ 

On peut donc «lin» i\\u' : 

Lr rônr rh'mcntairr (J rst l^rnxrloppr drs éléments de surface (*',P') 
correspondant auj- êirments dr surface (.v, P ) du cône C. Les généra- 
trices dr roulait dr deu.v éléments de surf ace correspondants appartien- 
ncnl à deuj: éléments linéaires rorrrspondants. 

L'ne relation ^Miln* r, \-, z. rh\ d\\ dz (homojrène en da-^ dy^ dz) 

fait évidemment correspondre à clia(jue poinl de Fespace un cône élémen- 
taire C. L'écpiation (i) sera appelée V équation du système des cônes élé- 
mentaires il. L'é([ualion aux dérivées |»artielles 

fait aussi correspondre à clia(pn' poinl (''\)\ z)dc l'espace un cône élémen- 
taire déterminé T, à savoir relui (jui est enveloppé par les éléments de sur- 
face, dont h*< eoordoniiérs (j\ \\ r, - />, — //, i) satisfont à Téquation (2). 
L'équation rlu svslrnu» des cônes élénienlaires T est Téquation 

i i ) <1M ./■, )', ::, ftt\ (t\\ (tz) --- o, 

<)\){tniw' m éliminant /> el y cnlre Técpialion ( 2 ) el les suivantes 

rlr fly _ dz 
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■ ) et (2) sont liées de telle manière que la connaissance 

' ('videmment celle de Tautre. Nous dirons que Téqua- 

alion aux différentielles totales associée à Téquation (2). 

, nous supposerons presque toujours une équation aux déri- 

, (lu premier ordre et à trois variables, définie par son équa- 

Nous verrons en effet que, pour la solution du problème pro- 

.>i(lération des formes (1) est plus avantageuse que celle des 



CHAPITRE ir. 



<:VRAGTÉRIST1QUES D'UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

I INÉAIRE) 

F(^»^, ^, /?» q) = o, 

i:SPONDANGE ENTRE CES ÉQUATIONS ET LES ÉQUATIONS DIFFÉREN- 
i:s ORDINAIRES DU TROISIÈME ORDRE A DEUX VARIABLES. 



< >n sait que les caractéristiques d'une équation aux dérivées par- 

'iliKMil une famille de courbes à trois paramètres. La réciproque de 
• • proposition n'est pas vraie : une famille de courbes à trois paramètres 
'. <\ représentée par les équations 

/(•^>7> ^> «» ^f c) — Oy gi-Tyy, z, a, h, c) — o, 

'oïiicidc pas, en général, avec l'ensemble des caractéristiques d'une 
i'« l ion aux dérivées partielles. Toutefois les équations (1) définissent des 
i r l)os intégrales d'une équation aux dérivées partielles bien déterminée, 
«^ oir, l'équation associée à l'équation 



> <-.omme J'indique le tilre, nous ne considérerons dans ce Chapitre que les équations 
'K rivées partielles non linéaires. 

/^ûrc. de T. ^ V. B.2* 
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Applifjiioi 

(I) 

La famille <! 
élémcnlain' (|!. 
tivcmcnt auv ( 
C. L'éléiJKMil 
(5, sb) (lu coin- 
deux clcin(Mil> 1 
inimédiatoiiKMii 
plan tangent au 
formé par le poii 

On peut donc « 

Le cône èléinvi. 
correspondant ai. 
trices de contact d 
ncnt à deuxélémci 



-%•. 



-- t 



-M.-^ 



1 ^T^ Ls neces- 

- — rtràclêris- 

'l'-r YÀ ce ré- 



- r 



' ver t^s <qua- 
'. z •f.fnr les 



- — f = .. 



T ^ttt^^^jbley à 



Une relation enl 



r< 



(I) 

fait évidemment coitc< 
taire C. L'équation (1 ) 
mentarres G. L'équalioi 

(2) 

fait aussi correspondre à c 
taire déterminé T, à savoii 
face, dont les coordonnées ( 
L'équation du système (!< 



(0 



*(./■, 



obtenue en éliminant/; et q 011 



ft.i' 

ctp 



-■ -r ri*f les équa- 



.> 1 SL\ variables 



. :. *. ^ comme 
!*- -..^^aues et les 



// 
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Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que 
l'équation (3) soit une conséquence des équations (i) et (2); je dis que les 
équations (i) représentent les caractéristiques d'une certaine équation aux 
dérivées partielles. 

En efl'et, on sait qu'en remplaçant a, 6, c par des fonctions convenable- 
ment choisies de a, 6, c, on peut ramener l'équation de Pfaff (3) à la forme 
canonique 

(5) db — ct/a = o. 

Supposons que l'on ait fait cette réduction et mis en outre les équa- 
tions (i) sous la forme 

(6) V(j:,7, z, a, b) — o, 

(7) c — \}{x,y, 5, a, b) — o. 

Cela posé, l'équation (5) est une conséquence des équations (6), (7) et 
des suivantes 

( 8 ) -T— aa 4- -T-r «^ = o, 

' oa db 

( û) de — -T- da r-r- a^ izr o. 

^^' âa db 

Or, l'équation (5) ne contient pas dc\ donc, pour toutes les valeurs dex, 
y, z, a, 6, c, satisfaisant aux équations (6) et (7), on a l'identité en da 
et db^ 

db-cda:^l(^da-^^dby 

c'est-à-dire 

A-T-^^ — c, A^7- = i, U ou -— - T^o. 

oa db db 

On voit donc que, pour toutes les valeurs de x, y, z, a, 6, c satisfaisant 
aux équations (6) et (7), on a 



da db 



c -^rr ^^ o, 



Si donc on considère les deux systèmes d'équations à six variables x , y^ 



B.io 

obtenue en éliminant a, />, 

Dans un Mémoire côlrl»! 
saires et suffisantes pour . 
tiques d'une équation m. 
sultat : 

Théorème. — Pouf f/r 
lions (i) soit Venscf)ihl 
vées partielles^ il fai 
équations (i) et les .v// 

^ ôa oh 

on obtienne une cf/n-. 
savoir : 

(3) \{a.h. 

D'abord la condiii 
lions (i) représ(Mil( Il 



Le système (i), < 
x,y,z, a, b, c, v^\ 

(4) N 

où a', b% c' drsii 
Or, si l'on dill 
constants, et si 
équations (/j), < 

qui est bien lii 



(») Mathemut 
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■ ti'iiic normiil quelconque. Les équations (2) et (3) représentant la 
raïuille de courbes, a', b', & sont des fonctions déterminées de a, 
l ionsidérons alors les équations (2) et (3) comme des équations à 
iiiahli's .r,y, 3, «,/','•; comme les systèmes (^z) et (3) sont équiva- 
l'i'qMation 

M' - r' fia' r= n, 

-I une conséquence des équations 

iiissi une conséquence de 

V = o. V = o. ô\-—o, dV' — o, 



i I d// — r' db' T^p(dh — c du). 

De là la règle suivante pour déduire toutes les formes normales d'ime 
iiinn' normale déterminée (2). 

On eirectue sur les quantités a, /», c ta transformation de contact la plus 
;énérale définie par l'identité (.'(); le système (2^ devient alors 

' 1 9{^,.y, -tT'i f>'< c'] = n, ■\i{.T,y, 5, a', h', c') — o; 

Il I l'sout ensuite l'une des équations (5) par rapport à c' et l'on porte la 
alcur trouvée dans l'autre; le système (5) prend alors la forme suivante 



(|ui est la forme normale la plus générale. 

3. Je vais maintenant rappeler la correspondance établie, par M. S. Lie, 
iiilrc les équations aux dérivées partielles non linéaires F(^x,y, z,p,q)^o, 
<'l les équations différentiel les ordinaires du troisième ordre à deux va- 
riables C). 



e sujel Archive! de Chri 
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3, a, h, c, 






V(x,^, .,»,(.)=„, 




C-U(l,/,».0,4)--n, 



On peut affirmer que toute soluliim ■■ 
second. Les secondes équations des . 
réciproque est évidente. Il résidlr d 
valents et le théorème est démonln'. 

2. La démonstration précédoriti' i: 
Si les équations 



représentent les caractéristiques d"iiii 
si les paramètres a, i, c ont été choisi 

soil une conséquence des équations 

f = 0, ff = i,, .... 

où 

da II h 

on peut mettre le système (i) sous la f<iri' 
(a) \{a:,y,=,a,b) = o, V 

il suffit pour cela de résoudre l'une des éqn 
porter la valeur trouvée dans l'autre. 

Nous dirons que le systcme(2) est, pour i 
d'équations normal. Il est clair, d'ailleurs, > 
tèmes normaux correspondant à la môme f;Éi 

Voyons maintenant comment on peut pas 
autre. 

Soit 
(3) Vfix,y,z,a',b')=o, W 
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"^'ipliosoiis que los courbes intégrales soient représentées par l'équation 
"i-i paramètres x,^', z, 

V(x, j, j, a, b)-.o. 

i . '■iisemblc des éléments linéaires (a, /', c) des courbes intégrales est 
■iiiii |)ar les équations 

'Jl El - 

da '^ '^ db '" "■ 

^i Ton eonsidère a, b, c comme des paramètres et x, y, z comme les 
" "'données d'un point de l'espace, on peut dire que les équations (2) 
' i ) déiinissenl la famille des caractéristiques d'une équation aux déri- 
"'■^ [>arliellcs déterminée 

" t't-'-.y. =,/'.'/)= o. 

' -etto équation est dite t'équatiun aux dérivées partielles correspondante 
■' I équation V = o. A chaque équation représentant les courbes intégrales 
''*' (i) correspond ainsi une équation aux dérivées partielles déterminée. 
' ' 'iites ces équations aux dérivées partielles constituent un ensemble que 
■'l'pellerai (E). Or, pour obtenir toutes les formes distinctes que peut 
'■'■iidre réquntiou du système des courbes intégrales, il suffit évidemment 
■'|'l''ïquc'r toutes les transformations ponctuelles 

j:'=\{x,y,z), y' = \(x,y,z), y^Z(j-,r, ;) 

'•uamètres Jj,yi z de l'équation (2); donc on obtient toutes les équa- 
>\'- l'ensemble (E) en appUquant à l'une quelconque d'entre elles 
l"s transformations ponctuelles de l'espace. 

■'-^'nis que, parmi les équations de l'ensemble (E), on en choisisse 
■I '''S une loi déterminée; cette équation pourra être prise pour 
■ 1- t'uiie la famille E. 
^ ' >ns donc qu'à une équation aux dérivées partielles 

¥{a:.y,z,p,<i)-o 

• n riaine famille d'équations difïërentielles du troisième 



Siipprisoiis li'S car<iclfTÎsli(|ut;-i «li- l'équation 
f.r..,-, =,,,..,. =o. 
flf'-fiiiics [tiir lis i''<(iialîon> 



l'sl iiin' crmsf<|ii<.-i 



des t'-(]iia lions 



Oa 



du ~ —. db ;- rfe ; 



donc, si l'on «lonix; à r. y, z (l<.-s valeurs «Irlorniincc^s et si l'on considèix* 
('(ï, h, r. ) roMiiui- It-s coonlonnws «rtm ('■Iriin'iit linéaire du plan, on peut dire 
ipn; Ir-s r(]uallons (■2) délinlsscnl un syslênif d'élénicnls linéaires unis sui- 
vant une foinhf (>. A Imis les svslèmcs de valeurs de j.\ y. z correspond 
une famille de conrlK-s ( ] ii trois paranièti-es ,/■. v et z. L'équation différen- 
tielle du troisi/'ine ordn- 



(3. 



H( 



flh 






dotit les cou 1-1 )es inté},'rales coiisliluent la famille des courbes C, est dite 
l'équatifni dilléieulielle dn li'oisiènie ordre correspondant à la forme nor- 
male (:>;. A chacune des formes normales que peut affecter le système des 
équations des caraclérisliques correspond ainsi une écpiation telle que ('i). 
IjCs é<|uat!Oiis (]ui vienneiii d'être définies forment une catégorie remar- 
quatde d'équations différentielles tin Iroisièine ordre liées à l'équation (i). 
Il résulte, en effel, de ce qui a été dit au sujet du passage d'une forme nor- 
male à une anire, qu'on ]i('ut olitenir toutes ces équations différentielles en 
appliquanl à l'une d'enire elles loutcs les transformations de contact du 
plan. Sn])|)osons alors (jue, parmi ces équations, on en choisisse une d'après 
utie loi fléii-i'iriinée; cette éijuation suflil pour faiiT eonnallre toutes les 
autres et peut, |)ar conséquent, èlre prise pour représenter toute la 
famille. 

Inveiseuienl. roiisidénnis une équalion de troisième ordre quelconque 



(') 



-II' <r-i> (ph . _ 



î rî 
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|iu' léquation à 



( ) 



I Jiirérenlielle 



3=^' 



da 



^rale sous la forme 



b:=^x-\-ay -^ a*z; 



luation $ = o, correspondante à l'équation (2), il suffit 
«'([ualion du deuxième degré 

dx -\- a df -h a* dz =1 o 

icine double, ce qui donne 

dy* — 4 da: dz = o. 

< lotte équation peut prendre la forme 

dy^-{- {dx — dzy — {dx -^dzy=:o, 

(jiii dérive, par une transformation ponctuelle évidente, de la forme 

[ 4 ) dx^ 4- d[r' 4- dz^ =1 o. 

On peut donc dire que la famille des équations aux dérivées partielles 
qui correspond à l'équation (i), est représentée {voir p. i5) par 

Fac, de T — V. B.3 
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ordre 



et quMnverseinenl, à chaque éciuation dincrentielle de la forme (2) corres- 
pond une famille d'é([uations de la forme (1 ). Chacune de ces familles est 
complètement déterminée, quand on connaît un de ses membres. 

Considérons ré([uation aux dérivées partielles qui correspond à rinté- 
grale générale 

\(j:,y, 5, a, b) — o 
de l'équation 

H = o. 

Cette équation aux dérivées partielles a pour associée une équatioi^ 

a>(x, j, J, dx, dy, dz) m o, 

que Ton peut former de la manière suivante. Il suffit d'éliminer 
entre les équations 

et les suivantes 
où 

d =^ -T- dx h -T- dy -h -r dz; 
ax oy ^ dz 

ceci revient à éliminer a et h entre les trois é((uatious 

V - o, dy -o 

et 



dS 
da 


àO 


-1^0; 





on peut donc dire que l'équation <P = o exprime la 
suffisante pour que la courbe intégrale 

\(x, y, z, a,b):^o 
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soit tangente à la courbe infiniment voisine 

ox ôy ^ oz 

En particulier, supposons V de la forme 

V := ^ — U (^, r, 5, a) =zo; 

dans ce cas l'équation $ = o exprime la condition pour que l'équation à 
une inconnue (a) 

ax ay oz 

ait une racine double. 

Exemple. — Considérons l'équation différentielle 

et prenons l'intégrale générale sous la forme 

(2) b^=zx-hay -]- à^z; 

pour obtenir l'équation $ — 0, correspondante à l'équation (2), il suffit 
d'écrire que l'équation du deuxième degré 

dx -h a df -h a^ dz z=z o 

a une racine double, ce qui donne 

( 3 ) dy* — 4 dx dz = o. 

Cette équation peut prendre la forme 

^7» H- (dx ~ dz )•' — (dx -\-dzy — o, 

qui dérive, par une transformation ponctuelle évidente, de la forme 

(4 ) dx^ -h dy^ 4- dz^ —. o. 

On peut donc dire que la famille des équations aux dérivées partielles 
qui correspond à l'équation (i), est représentée {voir p. i5) par 

Fac. de T — V. B.'i 
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ré(juatioii 

I -h />* -h ^* — O 

associée à réquation (4). 

4. Je terminerai ce Chapitre par une remarque relative aux caracté- 
ristiques d'une é(|uation aux dérivées partielles. Pour la commodité du 
langage, j'adopterai la définition suivante : 

Soit T le cône élémentaire que l'équation 

fait correspondre à un point quelcon(|uc m de l'espace et soit S une surface 
intégrale passant par m. Le plan tangent on m à la surface S louche le 
cône T suivant une certaine génératrice a; je dirai que l'élément linéaire 
(m, \k) est un élément lincairc caractéristique de la surface S. 

Cette notion nous permet d'énoncer d'une façon concise une propriété 
bien connue des courbes caractéristiques de l'équation (i) : 

Une courbe caractéristique, tracée sur une surface intégrale S, est une 
courbe dont chaque élément est un élément Hnéaire caractéristique de la 
surface S. 

Supposons maintenani (pi'on elfectue une transformation ponctuelle 
quelconque 

x'—\i,x,y, z), /-- Y(.r, j, z), z' -:7.{x, y, z) : 

l'équation (i) se change en une autre» 

{•2) V'{x\y\z\p\q')=zo, 

le point /// en un point m', la surface S en une surface intégrale S' de l'équa- 
tion (2). 

Cela posé, il résulte immédiatement d'une remarque, faite au Chapitre 
précédent, que : 

1" I.e cône élémentaire T a pour transformée le cône élémentaire T' que 
Téqualion (2) fait correspondre au point ni \ 

2"* Les élénienls linéairc^s raraclérislicjues de la surface S ont pour trans- 
formés les éléments linéaires caractéristiques de la surface S'. 

De là on déduit le théorème suivant : 

Lorsqu'on applique à tous les points de V espace une transformation 
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-^« 



1/ 



' invariante la multiplicité de points (a?, , . . . , a;^ ; a, , . . . , a^) re][)ré- 
|)îir les équations (i). 

position de chacune des multiplicités de la famille (i), étant déter- 
l>ar les paramètres a,, . . ., a^, on peut dire que les équations (3) in- 
iil la loi suivant laquelle la transformation (2) échange entre elles les 
plicités de la famille. Ces équations (3) définissent une transforma- 
lés paramètres a<, «35 • • • ? ^p^ 4^^ nous appellerons la transformation 
Ui'uâe de la transformation (2). 
'1 particulier, supposons que la famille de multiplicités, représentée par 
([nations (i), admette toutes les transformations d'un groupe G. Dans 
' .»^, [es transformations conjuguées de celles du groupe G forment éga- 
i.'iit un groupe. On conclut de là que : 

l*our que la famille de multiplicités représentée par les équations ( i) 
i))(*ile un groupe de transformations ^ il faut et il suffit que la multi- 
'''>//<' de points (a;, , . . . , a?« ; a, , . . . , a^) définie par les mêmes équations 
hue lie un groupe de transformations de la forme 

'^f'st'à'dire un groupe engendré par des transformations infinitésimales 
'//' la forme 

n p 

i—X A — 1 

3. Cela posé, on dit que l'équation aux dérivées partielles 
ijclmct la transformation ponctuelle 

^'=:X(.r, V, 5), y — Y{x,y,z), z' — l{x, y, z) 

11 ([uc la transformation (2) laisse invariante l'équation (i), si cette der- 
'le, considérée comme une équation à cinq varifibles indépendantes 
, r, z, /?, q) admet la transformation prolongée de (2) 

( x^ — \{x,y,z), yz=:Y{x,y, z), z' z=iZ{x, y, z), 
I /o'=P(.r, y, z,p, q), q' = Q(^,y, s, p, q)> 



•< 



1 

ri 
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transformations injinilésimales 

w=iE«(". -.)^y •■=•■- -■■ 

il faut et il suj/il que chacune des rquations 

X,F* o 

soit une conséquence des équations (2 ) ; en d'autres termes, il faut et il 
suffit que ht multiplicité (9.) admette chacune des transformations infi- 
nitésimales du groupe G. 

2. Considérons iiiainlenimt «ne famille de raidtiplicités dcpcndanl de p 
paramètres essentiels a , r/^ 

(1) K((^i, . ..,r„;a„ .. .,iTp) — o, A-— i, 2, ..., n — m. 

La condition pour (juo ces parauièlres soient essentiels peut être expri- 
mée par le tiiéorèmc suivant : 

Pour que les paramètres a,, Uj, ..,,«,■ de la famille de multiplici/cs, 
représentée par les équations (1), soient des paramètres essentiels, il 
faut et il suffît que la multiplicité de points (*•,,..., .r„; a,,.,.,Op) 
représentée par les équations { 1 ) n'admette pas de transformation infi- 
nitésimale de la forme 



A/-}^A,.(^„ 



La famille de multiplicités considérée admet la transformation ponc- 
tncllc 

{2) .rj — ^,(,r, j,), i — I, 2, . . ., rt 

si le syslènio d'équalions (1 ) se diangc par cette transformation en un 
nouveau syslôme représentant la même famille do multiplicités. 

Su|i|)osnns celle condilion l'éalisée; alors on peut démontrer qu'à la 
transformation ('2) correspond dans l'espace à « -i-/> dimensions une trans- 
formation ponctuelle 

(2) j;r^9,(j-, J,), 

(3) fli-^{.„(«„...,apl 



SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. B.23 

associée (voir p. 7) à réquation (i) et l'on cherche les transformations 
ponctuelles prolongées 

j?' = X ( jc, y^ z)y dx' ■=^ -z — dx 4- -4- dy -\- jr ^^> 
y' = Y (^, y, 5), dy'^-^dx-^-^dy^ ^- dz, 

5' -rz Z {X, y, z), dz' — -§^^^-^-^^y-^^ ^^' 

qui laissent invariante la multiplicité de points {x^y^ j, dx^ dy^ dz) définie 
par l'équation (1'). 

A cet effet, on détermine les transformations infinitésimales de la forme 

4 /• ^/ X ^/ / X ^/^ K/ ^àf . df df df 

A/=: $(a:, j, z) ^ -^n{x, y, z) -£ H- Ç(x,7, z)-f^~\-l ^-j- -h ^ -^ + v •' 



telles que Téquation 

considérée comme une équation à six variables indépendantes rr, y, z, dx, 
dy^ dz, soit une conséquence de l'équation (i'). 

Exemple. — Proposons-nous de chercher le groupe de l'équation aux 
dérivées partielles associée à l'équation aux différentielles totales 



<■' i^V=â 



m 



où n est un nombre différent de 

— I, o, ^, I, 2. 

Désignons par 

^•^■^ ^ di'^^â'y'^^'dz '^^Jdv'^^dd^-^'' ôdz 

une transformation infinitésimale laissant invariante l'équation (i). Les 
équations qui déterminent ^, y], J^ s'obtiennent en écrivant que l'équation 

V >.(/l — l) /IfJL 



dz dx dy 
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OÙ p' et q' sont des fonctions de x^ y y z^ /?, q définies par ridentité 

dz^ — p' dx' — q'dy' zzz o{dz — p dx — q dy^. 

En d'autres termes, Téqualion (i) admet la transformation (ii) si 
celle-ci, appliciuée au\ points de Tespace, a pour effet d'échanger entre eux 
les cônes élémentaires corres[)on(lant à Téqualion (i) (Chap. I). 

Il résulte d'un tliéoréme démontré au Chapitre II que, si la transforma- 
tion (2) laisse invariante Téqualion ( i), elle échange entre elles les carac- 
térislitpiesde Téquation. Réciproquement, si la transformation (2) échange 
entre elles l<*s caractéristi(pies de Téquation (i), elle laisse invariant Ten- 
semhle des cônes élémentaires correspondant à Téquation ( i) et, par suite, 
laisse invariante Tétiuation (1). On peut donc dire que : 

Si V équation ^\) admrt utir transformation ponctuelle^ l'ensemble 
des caractéristiques adtnet aussi rrtfe transformation et réciproque- 
ment. 

î. Pour reconnaître si Técpiation (i ) admet un groupe de transforma- 
tions, il suffit de chercher s'il existe un groupe de transformations à cinq 
variahles r,^', z. p^ q et de la forme (3) qui laisse invariante la multipli- 
cité de |>oints {^v, y^ z, p, q) délînie par Téquation (i). 

A cet effet, on chtMche à déterminer la transformation infinitésimale 
prolongée 

A(/) -: 4(.r, r- z) -Y- -^.r^ix. y. z) ^ 4- ;(.r, y, z) '^ ^xd ^ ^ ^^ ( 1 ), 
•^ • o.r ôy " ôz dp ^ dtj ' 

(h* manière cjut* l'équation 

A(F)-o 

soit une eonsécpuMice A\> Tétpiation (O. 

Il résulh» d(» (*(» qui* nous venons de dire au sujet des cônes élémentaires 
eorrespiMidanl à Tétpiation ^n, cpu» Ton peut aussi employer la méthode 
sniviinlt* : 

< )n fnrmt* Téquiition 

( 1' ) <!•('. 1 . -» dA\ liv, t/z) =:= O, 



«'il (Uf II". \;ili«II|s «If M il ^. p. <i. 
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.ir les cinq Irans- 



àf 
ôz 



«I 



niées évidemment par 



') 



jiie, si n est égal à l'un des 
Inict un groupe à dix para- 
iiK'l un groupe infini. Plus loin 
lapidement. 

(les équations aux dérivées par- 
' i ansformations. 

"Il linéaire 

i. I]n effet, cette équation admet dans 
LKMulré par les transformations infinitési- 

V Or dy dz ) 

: bilraire. Les équations aux dérivées partielles 
11c certainement des équations non linéaires. 



• es partielles, non linéaire, admettant la transfor- 



.V, :;), /— Y(^,7, 5), z' = Z{a:,y,z), 

B.4 
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c'est à-dire 

-.- dx -^ -jr- dy -{- -^ dz -^ dx -h -r^ dy -^ -r^ dz 

Ox OY '^ oz , ^ âx oy "^ oz 

(2) / 

dx dy ^ dz 

est une conséquence de l'équation (i). 
Posons 

dy 

— - — a. • 

la condition pour que l'équation (2) soit une conséquence de Téquation (1 
est alors exprimée par l'identité en x, y, z, a, 

'~ a \dx dy dz j 

c'est-à-dire 
àK ^ dr: , „ Vd^ , ^dl dnl ^ .dl , .dl 



dx"^ ^ dy^ ^L^5 ' ^ àx '^dyy^'^ ''dy^^^'^ '' dz 

^: /i rr- a * -h -r- a* * . 
dx dz 

Il résulte des hypothèses faites sur n que deux quelconques des 
sants de a sont distincts; l'identité précédente exige donc que 



â^ di dr) dn 

dy °' dz ""' dx °' Tz °' 






03 ox <;/ 
De là on déduit 


= 0. 





avec 

a'' — /i ( a' — r7 ) — a = o . 

Si donc on pose 

a' — rt = /;, 









.// • , 



• 



' / 






"" • ' ' / 



/ 
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et soient 

(3) y{a',y,z,a,b)-o, y - — ^ c -^^ - o 

les équations des caractéristiques. 

On a vu (Ghap. II) que rensemblc des caractéristique^ 
transformation (2) : donc la multiplicité de points (a;, y, : 
par les équations (3) cidmet une transformation ponctiirl 

(2) x'=\{x,y, 5), /^ Y(.r, V, z), z'~Z 

(4) a'— A(a, /^c), b' — B(a,b,c), c' -- C 

En d'autres termes, le lieu des points (a;', y\ z% a\ -"jr«?.ir 

équations (2), (4) et (3) est identique à la multipliciu - rr-«^ 

tions (3). Donc le système . ai 

(5) y{x\y,z\ a', b')=o, V'(a:',/, 3', a\ ' ' '~ 

OÙ {x\ y, z\ a', //, c') sont définies par les équali- 
valent au système (3). Il résulte de laque le systrp 
un système d'équations entre les six variables 

x,y,z, a', b\ c\ 

est, pour les caractéristiques, un système d'équali 
Donc les fonctions a', 6', d de a, b, c satisfont à V\ 

Nous parvenons ainsi à ce résultat : 

Si le système de courbes représenté par 1rs ^y 

\{x, 7, 5, a, 6) — G, — -h c ^^ 

admet une transformation ponctuelle 

(2) ^'— X(a:,7,5), j^'z=zY{jr,y,z), z' 

la transformation conjuguée 

(4) a'-A(a, 6,c), b'=\^{a,b,c), r' 



.— -îlcHl 
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■S, ce qui est con- 
on observant en 

-Toupes sont indé- 
:nlopendantes; 
■s groupes ne sont 
conjuguées ne sont 

\ dérivées partielles 



•nctuclies) peut être 
iioisième ordre 



iiilact. Ayant déler- 
lycn de la règle déjà 
lailra toutes les équa- 
-formations. En effet, 
12), ne peut admettre 
■, une équation de la 
■ infini de transforma- 
lî(|ué dans la préface, 
lincttent un groupe à 



; les coefficients 
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admet un groupe à r paramètres essentiels y chacune des équations 



„/ ^ db d^b d}b\ 
^\''^^^da'dài'd^)^ 



gui lui correspondent admet un groupe de transformations de contact 
également à r paramètres essentiels j et réciproquement. 

En effet, soient 

ils V/ t^ d\ dW 

(3) \ (.r, ), c,flr, ô) ~o, àâ'^^'db^^ 

les équations des caractcrisliques de l'équation (i). Supposons que le sys- 
tème (3) admette toutes les transformations d'un groupe G et désignons par 
r le groupe en a, 6, c, conjugué du groupe G. Je dis que ces deux groupes 
ont le même nombre de paramètres essentiels ou, ce qui revient au même, 
que le nombre de transformations infinitésimales indépendantes est le même 
dans cbacun des groupes. La démonstration est fondée sur la remarque 
suivante : 

Soient X/et A/ 

deux transformations infinitésimales conjuguées; ou bien ces deux transfor- 
mations sont nulles identiquement, c'est-à-dire 

OU bien aucune des deux transformations n'est nulle identiquement. 

Eu effet, le système (3) admet par bj-j^othèse la transformation infinité- 
simale 

X/" A/; 

cette dernière ne peut se réduire à A/, car alors les paramètres a, fc, c ne 
seraient pas essentiels {iwir p. 20). Elle ne peut non plus se réduire à X/*, 
car alors la transformation infinitésimale X/ laisserait invariante chacune 
des caractéristiques de Téquation (i); par suite, les caractéristiques seraient 
toutes des courbes intégrales de 

djr dy dz 

- ^- 



t] s ^u^ÉiliBBfllv<.>4 
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et ne dépendraient donc que de deux paramètres arbitraires, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 

Cela posé, en s'appuyant sur la remarque précédente et en observant en 
outre que les deux transformations infinitésimales 

sont conjuguées, on voit immédiatement : 

I® Que si r transformations infinitésimales de l'un des groupes sont indé- 
pendantes, les r transformations conjuguées sont aussi indépendantes; 

2° Que si r transformations infinitésimales de Tun des groupes ne sont 
pas indépendantes, les r transformations infinitésimales conjuguées ne sont 
pas non plus indépendantes. 

Le théorème proposé est donc démontré. 

Nous voyons donc que la recherche des équations aux dérivées partielles 

qui admettent un groupe fini de transformations (ponctuelles) peut être 
ramené à la recherche des équations différentielles du troisième ordre 

uf , db d'b d^b\ 

qui admettent un groupe fini de transformations de contact. Ayant déter- 
miné ces dernières, on en déduit les premières au moyen de la règle déjà 
donnée (p. i6). Ce problème une fois résolu, on connaîtra toutes les équa- 
tions de la forme (i) qui admettent un groupe de transformations. En effet, 
M. Sophus Lie a démontré qu'une équation, telle que (2), ne peut admettre 
un groupe infini de transformations de contact; donc, une équation de la 
forme (i) (non linéaire) ne peut admettre un groupe infini de transforma- 
tions ponctuelles. D'autre part, comme je l'ai déjà indiqué dans la préface, 
nous nous bornerons à déterminer les équations qui admettent un groupe à 
plus de trois paramètres. 



(1) Les symboles X// et A// désignent deux transformées conjuguées; les coefficients 
'i9 fs9 • • "9 'r sont des constantes. 






B.3o DE TANNENBERG. 



CHAPITRE IV. 

RECHERCHE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME ORDRE 
QUI ADxMETTENT UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 



1. Le groupe des transformations de contact qu'admet une équation 
différentielle du troisième ordre 

étant forcément fini, il suffit, pour résoudre le problème actuel, de consi 
dérer successivement tous les groupes finis de transformations de conta* 
du plan et de chercher les équations différentielles du troisième ordre, qi 
chacun d'eux laisse invariantes. A la vérité, ces groupes sont en nomb 
infini, mais on sait qu'ils dérivent tous, par une transformation de contai 
d'un petit nombre d'entre eux, appelés groupes canoniques. Tout reviV 
donc à déterminer les équations du troisième ordre, invariantes qui corr 
pondent aux groupes canoniques. En appliquant à ces équations toutes 
transformations de contact du plan, on obtient toutes les équations à 
cliées. 

Les groupes canoniques se partagent, comme on sait (*), en deux c 
gories : la première comprend les groupes dits irréductibles , la second 
compose de tous les groupes ^ohcXmqXs prolongés. 

Les groupes irréductibles sont au nombre de trois; le premier a dix] 
mètres, le second sept et le troisième six. Désignons-les respectivemen • 
Gr,oj Gy, Go- Les fonctions caractéristiques des transformations infin 
maies de G40 sont les suivantes : 

En prenant seulement les six premières fonctions, on obtient ceL 
appartiennent à G^; enfin, les sept premières sont celles de G7. 
Passons aux groupes ponctuels prolongés. 



(*) Transf or mations ^ruppen, t. I, Chap. XXIII. 



■ \Êk. 
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Je commencerai par rappeler le principe qui a guidé M. Sophus Lie dans 
le choix de leurs formes canoniques. 

D'abord, on sait qu'un groupe à une variable x ne peut contenir qu'un, 
deux ou trois paramètres. 

Dans le premier cas, il est semblable au groupe 

engendré par la transformation infinitésimale 

dans le second cas, il est semblable au groupe 
défini par les transformations infinitésimales 

enfin, dans le troisième cas, il est semblable au groupe 

, ax -\- b 

X':= , 

X -{- C 

dont les transformations infinitésimales sont 

x,/=^. x./^.^A x./=,.|. 

M. Sophus Lie partage les groupes ponctuels du plan en deux classes : la 
première comprend tous les groupes qui ne laissent invariante aucune 
famille de courbes à un paramètre 

la seconde comprend tous les autres groupes. 

La seconde classe se subdivise elle-même en plusieurs catégories. Consi- 
dérons en effet un groupe G laissant invariante la famille de courbes (i). Le 
groupe à une variable a, que nous avons appelé le groupe conjugué de G, 
et qui indique la loi suivant laquelle les transformations de G échangent les 
de la famille, peut contenir o, i , 2,3 paramètres (dans le premier 
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cas, il se réduit à la transformation identique). De là quatre catégories de 
groupes de seconde classe. 

Groupes ponctueh de la première classe, — Ces groupes sont tous 
semblables à trois groupes homographiques G,, Gj et G,. 

G|. Gj. Gj. 

, , , , . ax-^-by-^c 

x' — ax -^ by -\-c. x' := ax -h by -h c* x'=z , 

^ ' * ' I -^px -h qy 

Y*=za'x -h b'x -hc, y'zrza'x -h b'y -hc'. y'= ^ 

-^ ^ -^ '^ j-h px-hçjr 

ab' — ba':=z i. 

Le groupe à cinq paramètres G| est engendré par les transformations 
infinitésimales 

^''f-'â:^' ^'^-ô^' ^'f-^ôv ^'-^--''d^^^^r/ ^'^-^âi' 

Le groupe à six paramètres G^ est engendré par 

^'^-d-x' ^'^-dy' ^'•^"^51' ^^f-^r/ ^'^-^di' ^'^-^dy 

Enfin, le groupe à huit paramètres G, est engendré par six transforma- 
tions infinitésimales du groupe G^ et les deux suivantes 

Les groupes G, , G^, G3 sont les groupes canoniques de la première classe. 

Groupes ponctuels de la seconde classe. — Par un changement de va- 
riables convenable, on peut toujours transformer un groupe ponctuel de la 
seconde classe en un groupe semblable G laissant invariante la famille des 
droites parallèles à Taxe des j^ 

(i) vT = a; 

les transformations infinitésimales du groupe prennent alors la forme 
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et il est aisé de voir que les transformations infinitésimales réduites 

définissent elles-mêmes un groupe, qui est précisément le groupe conjugué 
de G. D'après ce que l'on a vu sur les groupes à une variable, on peut, par 
un changement de variable de la forme 

transformer le groupe G en un groupe semblable engendré par des trans- 
formations infinitésimales de la forme 

On est donc conduit à prendre pour formes canoniques des groupes de la 
seconde classe les formes suivantes : 



Première catégorie. 



Dcuxiôme catégorie. 



Troisième catégorie. 



Quatrième catégorie. 



x./ 



dx 



U^,y) 



ày' 



X./=^T{+e«(^./)|^' 



dj; 









A — L\y O^ . . . f /*. 



En. calculant les fonctions ^(x^y) et ri(xjy) de manière à vérifier les 




( X/X^) =■ A|X| -f- . . . -h A|.X 



r» 



-V. 
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M. Sophus Lie est parvenu à donner aux formes canoniques des groupes 
de la seconde classe les formes simples qui suivent. 



1. 



Tableau des groupes ponctuels de la seconde classe. 



Première catégorie. 



à/ 

ày 






2. 



«.. 



àf 



^f .A àf 



az' y'Âz' y az' 



dy •' dy 



ày 



àf „ àf 



àf 



àf 



ôy' ^t/ ?'(^)^' ^à} 



l — - I j Ày * • • j / 1 



S. 



7. 



Deuxième catégorie. 



• — — I f ioy • • • y r • 



6. 



àf àf àl 

dx' ^ dy' ''^^^5^ 



If • — I y Jt f • • • « / I 



df df df ^df 

dx' dy' y^-' ^ - 



dy 



ày 



Les fonctions P/(a7) constituent un système d'intégrales cit.- I 
diflërenlielle à coefficients constants 

<fy cf-'v dv 

"" Tj} -'■ "' dxr--\ +■ • -'- ^r. . -^- -1- a,y o. 



8. 



9. 



10. 



It. 



12. 



13. 



ôx ôx 



àl 
ôx 



àf 



àf 



Troisième catégorie. 
()x ÔX 

àf, ^àf + ÉL. 
âx ôx ày 



àf df 



àf 



<)r 



dx' dx' dy' dy' ■^ ()\ 

ntràf, à_l df df 

vy dy dy dy 



'^ zh + ^^' + fy) 7^:.'> -rr.' •* 



àf df „ df 



dx 



dy dy^ ' ôy^ 



j • 



àf df df df df ..)' 

dx dx dy •' dy dy f' 



(') <p/ désigne une fonction arbitraire de x. 
(') m désigne une constante arbitraire. 



14. 
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Quatrième catégorie. 

ô.r dx ôx 



17. 



15 -^, œ^. œ^^f ^ r^^ >-^-^. 

ox ôx dx ay ^ dy ay 

c^j? ox ^ dy ôx '^ ôv 

df df df df ^df ^df 

dx dy dx ' d*/ dx '^ dy 

18. :^, x^,^'^+^v^, v^. 

dj? dj? (^cT ^ dy ^ dy 

ta àf df df .df df df df ^df f)f 

do? do: - dy dx ^ dy dy dy dy dy 

^ df df .df df df df df dj 

dx dx dx ^ dy * dy dy dy dy 

Cherchons maintenant les équations différentielles du troisième ordre qui 
admettent un groupe de transformations ponctuelles. Les seuls groupes à 
considérer sont ceux de la seconde classe, car les autres ne laissent inva- 
riante aucune équation différentielle du troisième ordre. 

En appliquant la méthode générale donnée par M. Sophus Lie (*), on 
trouve facilement que les seuls groupes contenant plus de cmy paramètres, 
qui laissent une équation du troisième ordre invariante, sont les suivants 

^f r^if <^f, yàf Jf ^.^/ 

dx ôx dy dy ôy ôy 

ÔX ÔX ÔX ôy ' ôy ' ôy 

àf df ^df df df df df ^df 

dx dx dx " dy " ôy ôy ôy ôy 

àf ôf df .df df df df .dJ 

Ôx ôx ôy ôx '■ ôy ôy ôy ôy 

Chacun des trois premiers groupes ne laisse invariante qu'une seule équa- 
tion du troisième ordre, à savoir l'équation 

((0) 7"-o. 



(*) Sophus Lik, Mathemathche Annalen, i. XXXII, p. i\S. 
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Le quatrième group» 

((!')) 

dont les courbes hîIc'l 



Nous verrons plu 
mation de conlacl 
savoir les parabole^ 

Nous pourrons .■ 
Théorème. - 7 



qui admet un ^' 
ramètreSy flrr/\ 



Reste à dri 
groupe à moi 



Équations / 



y 



1. Les i:. 

ne laissent ■ 

2. Cou- 
conde cai 
équation 
forme 

(G) 

où P,, I 



Prci. 

(») Soi 
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'I ( 



àf , àf ôf df df 

ôy ôx "^ ôy oy oy 

lu troisième ordre invariante. 



() /• ôjr^ dx^ ày^ ày 



'U()(' 

(),t^ ôjr' ây^ dy^ dy 

< ('(jiiatlons invariantes 

!(l(Mit aux groupes canoniques à cinq paramètres, sont, d'une 
liions déjà trouvées ((i)) et((i')), d'autre part, les deux équa- 

xf -{n~i)f —o, 

\ «rions plus tard que ces équations ne peuvent admettre un groupe 

.formations de contact à plus de cinq paramètres (*). 

. ucjuons, d'ailleurs, que l'équation ((2)) est l'équation différentielle 

• ourbcs 

y = a -^ bx -\-cx'*; 

jiialion (( 3)) est l'équation différentielle des suivantes 

y=ia-{-bx-\-ce^. 

'^/nalioris qui admettent un groupe ponctuel de quatre paramètres. 

1 . Considérons d'abord les groupes à quatre paramètres de la première 
Mh'gorie, 



< * ) Pourvu que n^ — 1,0,^, 1, '2. 
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Le groupe devient 

ax '^ à y à y oy ôy 

il est, dans tous les cas, semblable au suivant 

âx "^ ây dy dy dy 

qui ne laisse invariante que Téquation 

y" ■- o. 

3. Examinons maintenant les groupes à cinq paramètres appartenante 
la troisième catégorie. 

Le groupe 

ôx^ dx^ ôy ^ ây^ ^ dy 

laisse invariante une équation du troisième ordre, et une seule, à savoir 
l'équation déjà trouvée 

((!')) 9.y J^ - - 3y * =: O. 

Les groupes 

à/ df ^0/ ôf df df 

oy ôy ôy ôx ôx '■ ôy 

il, JI, y^l, PI, .r^l 

ôy ôy *^ ôy ôx ôx 

ne fournissent pas non plus d'équation du troisième ordre nouvelle, car ils 
ne laissent invariante que l'équation 

((!)) y^=o. 

Quant au groupe 

^/ àf ^ôf ôf ôf ,^ ^ôf 

ôy ôy ôy ôx ôx ^ ' ôy 

il ne laisse pas d'équation du troisième ordre invariante. 

4. Reste «i examiner les groupes à cinq paramètres de la quatrième ca- 
tégorie. 
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Lo ;^roupo 

'>/ df df , df df df ôf 

</-r 0JC " dj dx *- ÔY ÔY Of 

'i' lai>>o pas «réipialion du troisième ordre invariante. 
Le in*'3upt^ 

à/ àf ,df df df 

dj:* dj:* ax "^ Jk dy 



'•>t "^iiiblab^ au groupe 



d/ d/- ôf ôf .ôf 

-r- ' -^ :r - ' X ' 7 -f ' ^^ i- 
dx dj? ÔY ^ ÔY ôy 

[iii a déjà été étudié. 
Eu résumé • les équations invariantes 

H(x, y,y,y,/^) = o, 

[ui correspondeul aux groupes canoniques à cinq paramètres, sont, d'une 
part, les étpiatioos déjà trouvées ((i)) et((i')), d'autre part, les deux étpia- 
tioas 

> xy* — (n - - '1 )y'' :— o, 

Nous vt^rroos plus lard que ces équations ne peuvent admettre un groupe 
le transformations de contact à plus de cinq paramètres (*). 

Remarquons^ d'ailleurs, que réquation((2)) est Téquation différentielle 
dtfs oourbes 

Y — a -{- bx 4- ex"; 

■' Mpiation J ■ f est Téqualion différentielle des suivantes 

yz=La->r bx -h ce* . 

Enuiiions tj^ni admelieni un groupe ponctuel de quatre paramètres. 
L ilonsidéroos d'abord les groupes à quatre paramètres de la première 



P -unu jne /i = — i. o. ^. i. J. 
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Le groupe 

Of ^df df df 

ne laisse invariante aucune équation différentielle du troisième ordre. 
Le groupe 

àf df df df 

dy dy ^^ ' dy ^ ôy 

laisse invariante une équation du troisième ordre, et une seule, à savoir 

qui a pour courbes intégrales les courbes représentées par 

2. Passons aux groupes de la deuxième catégorie. Le premier de < 
groupes est le suivant 

où P,, P.^, P3 constituent un système d'intégrales de l'équation 

(toy' -^ a^y" -h a^y' -\ «,71-0. 

Comme précédemment, on trouve aisément que ce groupe • 
blable à 

,r s df df df df „ df 

si l'équation caractéristique a trois racines simples ; à 

,r ^ àf df df df ^df 

Ox "^ ôy Oy ôy dy 

si l'équation caractéristique a une racine double; ou enfin, ;i 

tr N àf df df df , ôf 

^''^^ d.'y-^y ty' ^ly' ^'T/ 
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OU 

si Féqualion caractéristique a une racine triple. 

(a) Le groupe G, laisse invariante un€ équation du troisième ordre de 
la forme 

dont les courbes intégrales sont représentées par 

^{x) étant une intégrale particulière de l'équation (1), 

Si, dans l'équation (2), on remplace^ par y h- 4'(*^*)> ^^^^ devient 

y :=z a ~\- bx -\- ex" y 
qui représente les courbes intégrales de l'équation 

((2)) Joy" — (n — 2)y — o. 

L'équation différentielle considérée dérive donc, par une transformation 
ponctuelle, de l'équation canonique ((2)). 
(6) Le groupe Ga laisse invariante l'équation 

(0 y-y^k, 

qui dérive aussi de l'équation canonique 

((3)) r-/'^-o, 

par une transformation ponctuelle; il suffît, en effet, de remplacer dans (i) 
yip^Ty -h (f{x)j 9(07) étant une intégrale de l'équation (i), pour obtenir 
l'équation canonique ((3)). 

(c) EnGn le groupe G3 laisse invariante toute équation de la forme 

y — ke^, k = const. 

et le groupe G'3 les équations de la forme 

y-k', 

chacune de ces équations dérive évidemmi^nt de l'équation canonique ((i)) 
Foc.der. — V. B.6 
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4. Enfîn le seul groupe à quatre paramètres de la dernière catégorie est 

le suivant 

àf df , df df df 

â.r df ax ^ dy or 

Ce groupe laisse invariantes les équations différentielles du troisième 
ordre qui ont la forme 

où k désigne une constante quelconque. 

En résumé, nous venons de trouver que les équations du troisième ordre 
suivantes 

y' — kfp, 

y y" = my"^, 

1 1 

yy^-^^/y'^f^y^y^ 

et celles qui en dérivent par une transformation de contact admettent un 
groupe ponctuel à quatre paramètres. 

Nous verrons dans la suite que la quatrième équation et celles qui en 
dérivent admettent un groupe de transformations de contact à cinq para- 
mètres. 

De même la deuxième équation admet un groupe à plus de quatre para- 
mètres si 

Nous pourrons alors dire que les formes canoniques des équations du 
troisième ordre, qui admettent un groupe à quatre paramètres, sans ad- 
mettre un groupe d'ordre plus élevé, sont 

((4)) y'<p'(x)-y'<^''{x)=o, 

((5)) y'^ky'P, p^o, 1,2,3, k^o, 

((6)) y- 6^ = 1, 

(( 7 )) y y" -^ ^y'y" = ^7 V', a: ^ o. 



■ « • 
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tion (i) à l'équation (2), de remplacer^ par Ay, X étant déterminé par 



> -. , f - 



• ■ 



(J)"- 



» » • 



Dans la suite nous prendrons 

h z=z m — 'X, 

Remarquons, dès maintenant, que Téquation (2) dérive, dans le cas où 

m -n 3, 

de l'équation canonique 

par une transformation ponctuelle {t)oir page 4i)' 
(6) Le second groupe à examiner est le suivant 



dx dy 



df df (x* \df 



à ce groupe correspond une infinité d'équations du troisième ordre inva- 
riantes, à savoir les équations de la forme 

(I) J-er^'r-.A', 

OÙ A' désigne une constante quelconque. Chacune de ces équations dérive, 
par une transformation ponctuelle, de l'équation 

il suffit, pour le voir, de remplacer dans l'équation (i)y par y -h ^x^hk. 
(c) Le dernier groupe à quatre paramètres de la troisième catégorie 
est 

à/ ^df df df 
O.r Ox ôy " ay 

Ce groupe laisse invariantes les équations du troisième ordre, qui ont la 
forme 



fy'^ — my''^ 



m désignant une constante. 
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4. Enfîn le seul groupe à quatre paramètres de la dernière catégorie est 

le suivant 

df df , df df df 

ox ôx, <)x " a y ov 

Ce groupe laisse invariantes les équations différentielles du troisième 
ordre qui ont la forme 

où k désigne une constante quelconque. 

En résumé, nous venons de trouver que les équations du troisième ordre 
suivantes 

1 1 

yy'^-h^yy^ky^y'^ 

et celles qui en dérivent par une transformation de contact admettent un 
groupe ponctuel à quatre paramètres. 

Nous verrons dans la suite que la quatrième équation et celles qui en 
dérivent admettent un groupe de transformations de contact à cinq para- 
mètres. 

De même la deuxième équation admet un groupe à plus de quatre para- 
mètres si 

Nous pourrons alors dire que les formes canoniques des équations du 
troisième ordre, qui admettent un groupe à qualité paramètres, sans ad- 
mettre un groupe d'ordre plus élevé, sont 

M)) y'cf''(x)-y'<f''(x) = o, 

((5)) y' = ky''P, p^o, 1,2,3, k^o, 

((6)) y^ey' = i, 

(( 7 )) 77' -^ ^yy = ^7 V^ A: ^ G. 
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SECONDE PARTIE 



CHAPITRE I. 

VTIONS Vl \ DÉRIVÉES PARTIELLP:S QUI ADMETTENT UN GROUPE 

A DIX PARAMÈTRES. 



La correspondance établie par M. Sophus Lie entre les équations aux 
dérivées piirlielles 

VO F(a?, 7, 5,/?, 7)=:o, 

qui adniellent un groupe de transformations ponctuelles, et les équations 
dilTérenlielles ordinaires 

qui admettent un groupe de transformations de contact, nous a permis de 
ramener le problème proposé à la recberche des équations aux dérivées 
partielles qui correspondent aux équations canoniques (2), déterminées 
dans la première Partie de ce travail. Comme je Tai déjà énoncé, je sup- 
poserai une équation aux dérivées partielles définie par son équation 
associée. (îrftce à l'introduction dans le calcul de cette équation aux diffé- 
rentielles totales, il deviendra souvent facile d'apercevoir que deux équa- 
tions aux dérivées partielles sont semblables et de trouver les cliangements 
de variables qui permettent de transformer l'une dans l'autre. 

1 . Équations aux dérivées partielles qui correspondent à V équation 
canonique 

Nous avons déjà vu que ces équations sont les équations aux dérivées 
partielles (jui dérivent, par une transformation ponctuelle, de l'équation 



1-+- /?' 4- 7' — o, 
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dont l'équation associée est 

(1) dx^-\-df^-r-dz^^o. 

Le groupe de cette équation est précisément le groupe des transforma- 
tions conformes ( * ). 

2. Équations aux dévissées partielles qui correspondent à V équation 
canonique 

Cette équation étant l'équation différentielle des hyperboles, dont les 
asymptotes sont parallèles aux axes de coordonnées, dérive par une trans- 
formation ponctuelle de l'équation 

(2) (,+yi)^-_3^.yi.-,^o, 
qui a pour intégrales tous les cercles du plan 

(3) (^ — «)*-+-(/ — by -+- c* - o. 

Tout revient donc à chercher les équations aux dérivées partielles qui 
correspondent à l'équation (2). 

En exprimant que la droite {voir p. 16) 

( jt* — a ) e/ûT 4- (/ — h^db — c e/c =: o 

est tangente au cercle (3), on trouve 

da} -h db'^ 4- dc^ = o. 

La famille des équations aux dérivées partielles qui correspondent à 
l'équation (T) est donc la même que celle qui correspond à l'équation 
canonique 

et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Toute équation aux dérivées partielles 

F(^,7, -, /?, q) = o 



(V) Transformations ffruppen, II" Volume, page 459. 



1 



B.4S I>E TANNENBEIIG. 

qui admet un groupe de transformations à plus de cinq paramètre. 
déris^ey par une transformation ponctuelle y de V équation 

(1) j -f-/>*-f-7^ — o, 

et admety par conséquenty un groupe de transformations à dix para- 
mètres. 

CoROLLAïUE. — Toute équation différentielle 

qui admet un groupe de transformations de contact à plus de cinq ^*^ ^^ 

paramètres admet également un groupe de transformations à dix pa- 
ramètres et dériie de Véquation 

r -^^^ 

par une transformation de contact. 

3. Transformations de contact par lesquelles les coniques y ayant 
deux points communs, se changent en coniques tangentes à une droite 
donnée en un point donné. — Proposons-nous de déterminer une trans- 
formation de contact permettant de passer de l'équation 

à Téquation 

ou, ce qui revient au même, de la famille des cercles 

à la famille de paraboles 

(2) y :=a -h bj; -j- ex*. 

Appliquons d'abord, à Téquation (i), la transformation particulière 

a' ^=^ i{a -^ c)j b' — b^ d =^a — c, 

qui transforme Téquation correspondante à (1), 
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dans la suivante 

db^ — [\dadc:= o, 

qui correspond à l'équation (2). La famille des cercles est alors représentée 
par 

[x — i{a 4- c)Y 4- ( V — 6)' 4- (« — c)* = o ; 

il ne reste plus qu'à résoudre le problème suivant, qui est complètement 
déterminé : 

Déterminer la transformation de contact 

x'—\{xyy, z), y=Y(^,y, z), z'—Z{Xyy, z) 

qui fait correspondre^ à la famille des éléments linéaires représentée 
par 

l [^'-£(a-+-c)]«-+-(/-6)«-+-(a-c)«=:0, 

la famille suivante 

(4) y •=a-\-bx -^ cx^^ z = b-h2cx. 

Pour résoudre ce problème, remarquons que le système (3) peut prendre 
la forme suivante 

i2 ia -\- ub T^ x' -\- u y\ u ] , 

2 ic -H vb ■=^ x^ -\- vy ^ (' \ 

obtenue en résolvant le système (3) par rapport à a et c. 
De même, le système (4) peut prendre la forme 

Iaa -H 60? = 2 y — c.r, 

Les systèmes (3') et (4') doivent évidemment représenter la même mul- 
tiplicité de points {pc^y^ z, a, 6, c); donc on doit avoir 

x^ 4- uy' u . x' -\- vy* i ^ 

2 V — Z'X X z X 

Fac. de T, — V. B.7 
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ces quatre équations se réduisent aux trois suivantes 
qui, résolues par rapport à x^ y, z, donnent 



a: Tiz - ///, 



iy - ii(y' — z'ût') avec u^—iuz' — i i=r o, 



z ^^ y' — u.r'. 



Il est aisé de voir que ces équations définissent une transformation de 
contact. C'est la transformation cherchée. Désignons-la par T. La trans- 
formation de contact la plus générale, par laquelle la famille de paraboles 

y z=r. a -^ fKr -\- cjr^ 

devient la famille des cercles du plan, est représentée par le symbole ST, 
où S désigne la transformation de contact la plus générale, qui laisse inva- 
riante l'équation y"= o {Transformations gruppen y t. II, p. 439). 

Cela posé, considérons l'ensemble H des coniques ayant deux points 
communs A et B, et l'ensemble K des coniques tangentes à une droite D en 
un point C. Pour faire correspondre la famille H à la famille K, par une 
transformation de contact, il suffit d'appliquer à la famille K la transfor- 
mation de contact (LSTV), où U et V sont définies ainsi : U désigne une 
transformation homographique faisant correspondre à K la famille des 
paraboles déjà considérée; V désigne une transformation homographique 
faisant correspondre la famille II à la famille des cercles du plan. 



'•••« 
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'M PITRE II. 



ÎLES QUI ADMETTENT UN GROUPE 
MÈTRES. 



.■ :niis 



aux dérivées partielles qui corres- 



iO^> — o, n^0yi,\,2, -I. 
aies de celte équation peuvent être représentées par 



y = a I I — ox -\- c — 



.1110 



' précédemment, écrivons que l'équation en x 



(1 \da — xdb -\ de := o 



a une racine double; il suffit, pour cela, d'éliminer x entre l'équation pré- 
cédente et la suivante (voir p. 17) 

db — a:'*"* de =zo; 

on trouve ainsi 



dc_/dbY 
da \da) 



Les équations aux dérivées partielles cherchées sont donc toutes sem- 
blables à celle dont la forme associée est 

m 

Groupe de r équation (II). — Par son origine même, la famille de 
courbes 

9(x, j, a, 6, c) =7 — af I \ -h bx — c — = 

admet le groupe G défini par les transformations infinitésimales 

(G) X./=:x^. X,/=^|. X./=|, X./=.|, X./=x-|. 
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Calcul de A3, Bj, Gj. 

X'3 9 — I — f 1 ) As -+- ^Ba — Cs — = 0. 

Cette relation doit être une identité en Xy a^b^ c\ donc 



n — I 

et 



X' f= ^^ I "^ ^. 
'•' dy /i — ï da 

Calcul de A4, B^, C^. 

I — - j A4 -H OtB* — C4 — =: O, 

d'où 

A4 -= O, C4 = O, B4 =: — I , 

Calcul de Aj, Bj, C,. 

d'où 

Ajziio, Bs^ro, C5 = /i, 

Il résulte du calcul précédent que Téquation 

(II) â -(£)"' «5^-1, o,x,,, a 

admet le groupe à cinq paramètres défini par les transformations infinité- 
simales 

/rx àf df df df df df df df 

ox dy os ox ^ oy àz ^ dy os 

Nous avons déjà vu (P* Partie, p. 23) que l'équation (II) n'admet pas 
d'autres transformations infinitésimales que les précédentes; donc F est 
bien le groupe de l'équation (II). 

De là nous pouvons conclure {V^ Partie, p. 89) un résultat déjà annoncé 
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et relatif à l'équation différentielle des courbes 

jzzra -h 6j: -H CvF'*, n^ — I, o, î, I, 2, 

à savoir 

((2)) j:y—{n — 2)y — 0. 

Cette équation n'admet pas un groupe de transformations de contact à 
plus de cinq paramètres. 

Caractéristiques de l'équation canonique (II). — Si Ton se reporte à 
la formule qui donne les courbes intégrales de l'équation différentielle du 
troisième ordre qui correspond à l'équation (II), on voit que les caracté- 
ristiques de cette dernière sont représentées par les équations 



^=(-^) 



^ n 



OU bien, en changeant la signification des lettres a, p, y, 

(C) i ^- - """'= = '• 

D'autre part, les transformations finies du groupe F sont données par les 
formules 

ix' ^=z ax -+- Cj, 
( ;:' z^ab^z -f- c,. 

De là, on déduit immédiatement que les droites G s'obtiennent en appli- 
quant toutes les transformations de F à la caractéristique particulière 

X z=^ y -=i z. 

Cas particulier oà /i = — i, o, ^, i, 2. 

Si n = o on /i = i, l'équation (11) devient linéaire et, par suite, admet 
un groupe infini. Si n est égal à l'un des nombres — i, ^, 2, l'équation (II) 
devient, par une transformation ponctuelle évidente, identique à 

dx^ 4- dy^ -\- dz^ =1 o 

et, par suite, admet un groupe à dix paramètres. 
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2. Passons à la dctcrmination des équations aux dérivées partielles qui 
correspondent à l'équation canonique 

((3)) r-_r"=o. 

Les courbes intégrales de cette équation peuvent être représentées par 

y 7— ce^ - - ax — a — b, 

Différentions, en considérant x et^' comme constants, nous obtenons 

e' de — X da — da — dhz--o. 

La condition pour que cette équation en x ait une racine double est 

. — - ^n 

da 

Les équations aux dérivées partielles cherchées sont donc toutes sem- 
blables à celle qui a pour associée l'équation 

d" ''^ 
(III) ^-=^^- 

ax 

Groupe de Véquaiion (III). 

Considérons la famille des courbes intégrales 

y = ce^ — ax — a — Z>, 

qui admet le groupe G, défini par 

X,/=^, X./=rj^, X./r.f-, ^,f=--x%.. X./-e-^. 

•' ôœ •' "^ oy '' dy '' oy *^ dy 

Cherchons le groupe conjugué de G. Comme dans le cas précédent, 
nous devons chercher les transformations infinitésimales de la forme 

qu'admet la multiplicité de points (a;, y, a, 6, c), définie par 

9 m j' — ce^-\- ax -^ a -h b z=io. 
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Calcul de A,, B^, C,. 

X, 9 — — ce^-t- a — e*Ci -h a: A, -+- Aj -h B,. 

Cette expression devant être nulle, quelles que soient x^ a, 6, c, 

Ai=ro, Bi = — a, Ci = — c, 



'•^ dr do âc 



Calcul de A^, B^, C^. 



X,(p = r — e^C, 4- xAj 4- A, -4- Bj. 

Cette expression devant être nulle en chaque point (a?, y^ a, fe, c) de la 
multiplicité ç = o, on doit avoir identiquement 

e*(C,— c) -f- (A,— rt)^ 4- At— a 4- B,— 6 = o, 

c'est-à-dire 

Aj=iflr, Bj=6, Cj = c 

et 

'•' *^ f))- <yrt c^/> (;c 

Calcul de Aj, B.,, Cj. 
L'identité 

X,(p = I — e^Ca-t- ^Aj-h Aj4- B3 = 

donne 

A, = o, 83 = — !, Cj=o, 

Calcul de A^, B4, C;». 

L'identité 

X4 9=: j: — e*C4-+-^A4 4- A4-f- B4=o 

donne 

A4 = — I, B4=i, €4=0, 

Calcul de A5, B5, C5. 

L'identité 

Xg9 = e^— e^Cs^- ^As-H A54- 85= o 
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donne 

A5=rO, Bs = 0, C5=:l, 

^'■'-'^ dy ^ âc 
Il résulte du calcul précédent que Téquatioii 

(III) ^ = e^^ 

admet le groupe défini par les cinq transformations infinitésimales sui- 
vantes : 

(D ^, ^, î^, J-L^yiL^JJL, Jl^^l. 

dx dy dz dx dy dz^ dy dz 

Reste à examiner si Féquation (i) n'admet pas un groupe d'ordre plus 
élevé. Pour cela, désignons par 

X/= ?(^» 7» -) ^ -+- TH (a:, V, O ^ -4- Ç(^, j, c ) ^ 

une transformation infinitésimale laissant invariable l'équation (III) ou 
l'équation équivalente 

Les équations qui déterminent Ç, yj, Z, s'obtiennent en écrivant que Técpia- 
tion 

^dx-h -T^ dy-\- -^dz -^dx -\- -^dy -\- -^dz 
dx dy *^ dz dx dy *^ dz 

dz dx 

-T- dx -\- -T- dy -h T- dz . -^ dx -\- ^ dy -^ r^ dz 

dx dr ^ dz dy dx dy ^ dz 

— — ■ - ^^ i' «■ ___^____ 

dx dx dx 

est une conséquence de (IIl). Posons 

Les équations cherchées s'obtiendront en écrivant que la relation 

\dx dy dz) \dx dy ds/ dx dy dz 

Fac.de T. — V. B.8 



e; - « . 
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est une idenlité en x^y^ z^ a, ce qui donne 

àx ' dy ' dz dx ôx dy * Oz ' dz ' dx dy 



En différcntiant ces équations, on voit inimédiateinent que toutes les 
dérivées du deuxième ordre sont nulles; d'ailleurs, le nombre des fonctions 
Ç, Y], t^ et de leurs dérivées du premier ordre est douze, le nombre des rela- 
tions entre les dérivées du premier ordre est sept; donc le nombre des para- 
métres qui entrent dans Ç, y], JJ est égal à cinq. On trouve facilement 

Ce résultat montre que les transformations qu'admet l'équation (i) sont 
toutes des transformations du groupe F. On peut donc dire que : 

r est Ir groupe de Véquation (HI). 

De là nous pouvons conclure également que l'équation différentielle des 
courbes 

y z=i a -\' bx -\- ce^, 

à savoir 

((3)) 7"=J^ 

n'admet pas un groupe de transformations de contact à plus de cinq para- 
mètres. 

Caractéristiques de l'équation canonique (III). — Si l'on se reporte à 
la formule qui donne les courbes intégrales de l'équation 

y"'=y% 

on voit que les caractéristiques de l'équation (111) sont les droites repré- 
sentées par les équations 

J3 = e^z — XX — X — y, 
y =: ze^ — x^ 

ou bien, en changeant la signification des lettres a, p, y, 



f e^z — x^=:y. 



y- 



D*autre part, les transformations finies du groupe F sont données par les 
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équations 

y = abx 4- av -h c„ 
( z' z=:ae^z -h Cj. 

De là on déduit immédiatement que les droites C peuvent être obtenues 
en appliquant toutes les transformations de F à la caractéristique particu- 
lière 

y = o, z = x. 

Résumé, 

Il existe deux classes d'équations aux dérivées partielles admettant un 
groupe de transformations à cinq paramètres, sans admettre un groupe 
d'ordre plus élevé. 

Les équations de la première classe sont semblables à l'équation associée 
à la suivante 

(II) £ = (£)"• «5^-..0,^..,2. 

Les transformations infinitésimales du groupe de cette équation sont dé- 
terminées par les cinq 

ox oy oz ox oy oz ^ oy oz 

les transformations finies sont données par 

x' =: aiX -\- az9 y =^ «1 «j/ -f- «4> 5'=aia55 -f- CTj. 

Les équations aux dérivées partielles de la deuxième classe sont semblables 
à l'équation qui a pour associée la suivante : 

dz ^ 

Les transformations infinitésimales du groupe de l'équation (III) sont 
les combinaisons linéaires des cinq suivantes : 

^ ^ ^ x^ M z^ X^ Z^' 

dx^ dy^ dz^ âx ^ dy dz* dy dz* 
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les transformations finies sont 

Toute équation aux dérivées partielles admettant un groupe ponctuel à 
cinq paramètres (sans admettre un groupe d'ordre plus élevé) dérive, par 
une transformation ponctuelle, de l'une des deux précédentes. 



CHAPITRE III. 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI CORRESPONDENT 

A L'ÉQUATION yy= mf^ 



1. Considérons d'abord le cas où m est difi^érent des nombres i et 2. 
Les courbes intégrales de l'équation sont alors représentées par 

I^'équation aux dificrentielles totales correspondante s'obtient en expri- 
mant que la courbe représentée par l'écjuation (i) est tangente à la courbe 
infiniment voisine 

, ^ (ni^\)db de (m — oAda 

(2) -^ -. — = h^ — ; 

y -\- b c œ -h a 

il suffit pour cela d'éliminer a; et^ entre les équations (i), (2) et la suivante 

(voir p. i()) 

db da 



y -\- b jc -h a^ 
on obtient ainsi 

da \da J 

L'équation proposée ne fournit donc pas d'écjuation canonique nouvelle, 
carona vu que l'équation (4) admet au moins un groupe à cincf paramétres. 

Remarque, — Si m est différent de o, i, j, 2, 3, l'équation (^) n'admet 
qu'un groupe à cinq paramètres (î;o/r p. 59); donc : 

Le groupe des transformations de contact qui laissent invariante Técjua- 
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tien 

(5) / J^ rzz //ly"* 

est un groupe à cinq paramètres pour toute valeur de m diflerente de 

O» ' > tï> 2, o. 

Si m est égal à o, f , 3, Téquation (4) admet un groupe à dix paramètres : 
il en est donc de même de Téquation (5). 

Enfin, si m = I ou m =2, on ne peut plus comparer les groupes des 
équations(4)et(5), car ces équations ne se correspondent pas. Nousallons 
trouver que, dans ce cas, l'équation (5) admet un groupe à cinq paramètres. 

2. Considérons d'abord le cas où ni = i. 
L'équation différentielle considérée devient 

et a pour intégrale générale 

aeib désignent deux paramètres arbitraires, a et ^ sont deux paramètres 
liés par îa relation 

(3) 9(a,(3)=o 

pour le moment indéterminé. 

Comme précédemment, nous devons exprimer que la courbe représentée 
par l'équation (2) est tangente à la courbe infiniment voisine 

if\ d^ db . ^ . . 

(4) -s- H F =^{^ -\-a) doL -h ada : 

p y-\-b ^ ' 

il suffit, pour cela, d'éliminer x et y entre les équations (2), (3) et la sui- 
vante 

(5) -f- — (jr -4- a)rfa -h'xda : 

p a 

Choisissons maintenant la fonction indéterminée 9, de manière (jue 

« = ?--; 

•^ C 
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nous avons alors à éliminer x eiy entre les équations suivantes 

^'^" da dh de 

X -\- a ~~ y -h b c 



y -\- b -=ce *^ > — : — ^= , = — j 



ce qui donne 

db ^" 



de 



=:e^^ 



Cette équation est aussi une de celles que nous avons déjà trouvées : elle 
admet un groupe à cinq paramètres. 

3. Soit m = 2. 

L'équation différentielle devient 

et a pour intégrale générale 

(2) P(7 -h ^») = -a^ ^ a)(x, 9(a, P) = o. 

Exprimons que la courbe représentée par l'équation (i) est tangente à 
la courbe infiniment voisine 

(3) (y^b)d^-h^db=-^^ -^—; 

nous sommes alors conduits à éliminer x et y entre les équalions,(2), (3) 
et la suivante 

(4) (y-hb)d^^^db=^^^> 



Prenons encore 



^ c 



Le système des équations (2), (3), (4) est alors équivalent au suivant 

da db de 

X -\- a y -\- b c' 

=-C ' 

e e 

et le résultat de l'élimination de a; et y est évidemment 

, db 

— = e^'. 
de 

Nous retombons encore une fois sur une équation déjà obtenue. 







.l-+-rt 






.» 


•-t-/i 


>'-+- 


b 

1 


ce '^ , 
1 cJi/^ 


b 

a 


y' 
— 1\ 


é? 


r' 
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Le calcul précédent montre que Téquation du troisième ordre 

admet, dans tous les cas, plus de quatre transformations infinitésimales. 

Nous allons maintenant déterminer les transformations de contact qui 
permettent de ramener la forme (i) à l'une des formes canoniques. 

Réduction de V équation {i) à sa forme canonique. 

Premier cas. — Soit m = i . 

Les éléments linéaires des courbes intégrales sont, comme on a vu, dé- 
terminés par les deux équations 



ou bien 

(2) 



D'après une remarque fondamentale faite au début de ce travail, ces 
équations représentent, quand on y considère x^ y^y comme constants et 
a, 6, c comme variables, les caractéristiques de l'équation associée à 

(3) t=^. 

Effectuons sur a, 6, c une permutation circulaire; cette transformation 
particulière ramène l'équation (3) à la forme canonique 

, ttb 

<^) 55 = ^' 

et le système (2) devient 

f a^y—b — x. 

D'autre part, on a vu que les mêmes caractéristiques peuvent être repré- 
sentées par les deux équations 

ji = ce^x — axx — a — Z>, 
y\ — ce^x — a 



ne TANSENBF.nfi. 






ijui dc-rmissenl les ôicmonts linéaires (^t,yi,y',) dt-'s courbes intégrales de 
['é(|tiation canonique 



l*our dclerrniner une transformation particulière qui ramène la forme ( t) 
à la forme canonique ((3)), il suffit de trouver les fonctions 

j;-^/{x,y,/), y, = g(x,y,y'), y\ — h{,x.y, y'), 

de manière que les systèmes (2') et (5) délinisseiit la même multi])licité de 
points {jCyy-i y, a, b, c). On trouve immédiatement, on remarquant (|uc les 
équations (2') et (>) sont linéaires en a, b, c, 

(fi) -^. = -0'. /.-J. = --'', y,^-yr 

Il est aisé de vérifier d'ailleurs que les équations (0) définissent une 
transformation de contact. 
Deuxième cas. — ni = 2. 
On trouve de même que, pour ramener l'équation 

y' y = ^7'' 

à la forme canonique ((3)), il suffit d'effectuer la transformation de contact 
définie par les équations 



Troisième cas. — La même méthode montre encore que, si m est dilTé- 
renl des nombres 1 et 2, il suffit d'clTectuer, dans l'équation 

y y" = my'* 

la transformation de contact 

*. = -i^. . V, = M ^- — r-^ . v'. 



''=« 
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pour ramener cette équation à la forme canonique 



CHAPITRE IV. 

CLASSIFICATION DES GROUPES IIOMOGRAPHIQUES A UN PARAMÈTRE DU 
PLAN. COURBES PLANES ADMETTANT U\ GROUPE IIOMOGRAPHIQUE. SIGNI- 
FICATION GÉOMÉTRIQUE DES ÉQUATIONS CANONIQUES 



dx^-i-dy^-hds^ = o, 7~- ~ ( / ) ' 



dx \ dx ) dx 



Les courbes planes (jui admettent un groupe lioniograpliique jouent un 
rôle important dans Tinterprétation géométrique des résultats précédents. 
(]cs courbes ont été déterminées par MM. Sophus Lie et Klein et appelées 
\mT Qwx courbes ^ {Math, Annalcriy t. IV). La rechercbe de ces courbes 
est fondée sur la classification suivante des groupes bomograpbi(|ues à un 
paramètre du plan. 

1. Classification des groupes homo graphiques à un paramètre et à 
une variable x. — Un quelconque de ces groupes est engendré par une 
transformation infinitésimale de la forme 

X/=(a -\- 2bx -h ex') -r-' 
-^ ^ ' dx 

Ce groupe laisse invariants deux points distincts ou deux points confon- 
dus suivant que 

U^—ac^o ou h- — ezc = o. 

Par un changement de variables homographiques, on peut ramener \/, 
dans le premier cas, à la forme 

(i) X|/m X -^ (points invariants x — o, j- = oc) 

et, dans le second cas, à la forme 

(2) • X^= -7- (poinls invariants x*=ioc). 

Fac, de T. — V. B.9 
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Si l'on se borne à considérer les changements de variables homogra- 
phiques, on peut dire que les formes (i) et (2) ne sont pas semblables, car 
la substitution qui change Xg/en X,/est définie par l'équation transcen- 
dante 

Kn résume, les groupes homographiques considérés se partagent en 
deux classes : ceux de la première sont semblables au groupe G, défini par 
\,/, ceux de la seconde au groupe G^ défini par X^f. 

Les transformations finies de G, et G, sont 

((il) jr'=:ax, 

((ij) jc'zirx'ha. 

2 . Clcussi/ication des groupes homographiques à un paramètre et dewv 
variables x et y, — Un quelconque G de ces. groupes est engendré par 
une transformation infinitésimale de la forme 

\/= (a, -+- a^x -h a^y) ^ -^(b^^b^x-h b^y) ^ 4- {c,x -f- e,v) (x ^ -+-/ ^ V 

Ce groupe (1 laisse invariants des points et des droites du plan; l'étude 
d(» ces éléments invariants va nous fournir une méthode de classification 
toute naturelle (*). 

Les seuls cas qui peuvent se présenter sont les suivants : 
L Le groupe G laisse invariants A, B, C et trois droites formant les 
côtés du triangle ABC {fig- i). 

Fig. I. 




Le groupe (i esl alors semblable homo graphiquement au groupe (r, 



( ») Transformations f^ruppen (p. 58o-585). 
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qui laisse invariant le triangle formé par la droite de l'infini, Taxe des x et 
Taxe des y. 

Transformation infinitésimale de Gi . x -^ -h m y -4-^ m =z£ o, i . 

dx ^ dy ^ 

Transformations finies de Gi x' —. axy y' = a'"j. 

II. Le groupe G laisse invariants un point simple A et un point double B 

Fig. 2. 




(^fig> 2). Les droites invariantes sont : une droite double confondue avec 
AB et une droite simple passant par B. 

Le groupe G est alors semblable homographiquement au groupe G.^ qui 
laisse invariants : 

Le point simple (2 = o, j? = o), La droite simple 7 = 0; 
Le point double (2 = o, 7 = o), La droite double - = o. 

Transformation infinitésimale de Gt — -/- -^y -r-' 

ox *^ ôy 

Transformations finies de G^ x' ^^x -^ a^ y = e'^y. 

IIL Le groupe G laisse invariants un point triple A et une droite triph» 
passant par A(fig. 3). 

Fig. 3. 



G est alors semblable homographiquement au groupe G3 qui laisse inva 
riants le point triple (a; = o, z = o) et la droite triple z = o. 



Transformation infinitésimale de G3. -^4-0- 



à/ ùf 

-^ — \- X — —' 

dx dy 

Transformations finies de G3 x' — x-\-a, f —y-\- ax. 



IV. Le groupe G laisse invariants une infinité de points et de droites, à 
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Havoir : chaque point d'une certaine droite D et chaque droite d'un fais- 
ceau A (de sorte que le point A est invariant). Ce cas se subdivise en deux 
autres : 

1® Le point A est extérieur à la droite D (^fig. l\)\ le groupe G est alors 

FiR. 4. 




H(*ffihlable homographiquemcnt au groupe G4 qui laisse invariants chaque 
point de Taxe des^ et chaque droite parallèle à Taxe des x. 

ôf 
Transformation infinitésimale de G4 œ -^^ 

Transformations finies de Ci * x' =z «.r, y' ■= v. 

2" Le point A est situe sur la droite D {/ig- î). 

F'* _ ^ 
Ig. 3. 




IjC groupe G est alors homographiquemcnt semblable au groupe (i.., (|ui 
laisse invariant rharpuî point de la droite de l'infini et chaque droite paral- 
lèle k l'axe des ;/;. 

Transformation infinitésimale de Gf . . -: - • 

Transformations finies de G, r' -- .r -^ a, y' z=i y. 

Kn résumé, les groupes homographiqucs (i,, (ij, (i,, (i^, (i-, d'où déri- 
vent tous les autres, sont définis par les transformations infinitésimales sui- 
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vantes 

(IV) 

3. Courbes planes admettant une transformation homographique in- 
finitésimale. — Je dirai dans la suite que la courbe C, représentée par 

(i) 9'(u:,j)=o, 

est une dérivée homographique de la courbe C, représentée par 

(2) (f{x,y) — o, 

si réquation (i) est la transformée de l'équation (2) par une subslilutioii 
homographique . 

Gela posé, considérons une transformation homographique iniînitési- 
raale X/et cherchons les courbes qui admettent cette transformation (et 
par suite le groupe G engendré par X/). 

Premier cas. — X/ est semblable homographiquemont à 

M r àf df 

Xt/= -^ ^ + '"/ ^-y ' m^o.x, 

En d'autres termes, X/est une transformation infinitésimale de la pre- 
mière classe. 

Les courbes qui admettent la transformation infinitésimale X, /sont les 
courbes intégrales de Téquation 

dx dy 

X ~ my 

c'est-à-dire les courbes représentées par l'équation 

y rr kx'**. 
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On peut donc dire que : 

Toute courbe admettant une transformation infinitésimale de la 
première classe est une dérivée homo graphique d'une courbe 

Deuxième cas. — X/ est une transformation infinitésimale de la 
deuxième classe, c'est-à-dire est semblable homographiquement à 

Toute courbe admettant cette transformation infinitésimale Xj/ est une 
courbe intégrale de l'équation 

dx dy 

^_^_ — •' • 

I "y' 

( ^^st-à-dire une courbe ayant une équation de la forme 

Donc : 

Toute courbe admettant une transformation infinitésimale de la 
deuxième clause est une dérivée homographique de la courbe 

Troisième cas, — \f est une transformation infinitésimale de la troi- 
sième classe, c'est-à-dire est semblable homographiquement à 

On en conclut, par un raisonnement analogue aux précédents, que : 

Toute courbe admettant une transformation infinitésimale de la 
troisième clause est une dérivée homographique de 

iy — X'Tziz o, 

cest'à'dire une courbe quelconque du second degré (non décompo- 
sable). 

Quatrième cas. — Xf est une transformation infinitésimale de la qua- 
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Irième classe, c'est-à-dire est semblable homographiquement h 

Comme précédemment, on trouve que : 

Toute ligne admettant une transformation infinitésimale de la qua- 
trième classe est une ligne droite. 

4. On voit donc que les courbes admettant une transformation iniinilr- 
simale homographique sont les dérivées homographiques des courbes i <»- 
présentées par les équations 

(I) y = ^'", 

(3) 7 = ^^ 

Cherchons maintenant à classer ces courbes d'après le nombre des trans- 
formations infinitésimales qu'elles admettent. 

Cherchons d'abord les transformations homographiques infinitésimales d<* 

(1) y = x*^. 
Je suppose m différent des nombres 

— I, O, {y I, 2. 

Soit X/ 

^ = ao-h a,:r-h«iy -h Cl 07* -\-Cxxy, 
f]z=z bQ-{- b^x -\- b^y -Jf c^xy -\- c^y* 

une transformation infinitésimale satisfaisant à la question; les équations 
(|ui déterminent Ç et yi s'obtiennent en écrivant que 

(2) r\—mx"'-^l 

est une conséquence de l'équation (i). 

Si dans l'équation (2) on remplace j)/^ par x"^^ ce qui donne 

on doit obtenir une identité ; de là on conclut, eu égard aux hypothèses 
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faites sur w, 

i — jr^ r, zr m V- 

Siipposons, maintenant, que m soit égal à Tun des nombres 

*f a> ^9 

la courbe (i) est alors une conique, c'est-à-dire une dérivée homo}çra- 
pliique 

( 3 ) X* — 2 r = o. 

Un calcul analogue au précédent montre que cette conique admet trois 
transformations homographiques infmitésimales, à savoir 









Kniin, si m est égal à o ou à i, la courbe (i) représente une ligne droite, 
cVsl-à-diro une dérivée liomographique de la droite 

(jui admet évidemment six transformations homographiques infinitésimales, 
à savoir 

'M., .cK, J±, y^I, J^^+y^V y(a:^+yà/\ 

ÔY ôx f)v ^ ()y \ ày ^ àrj ^ \ dx '^ dv ) 

On trouve, aussi facilement, que la courbe 

y —e^ 

n'admol (ju^unc transformation infinitésimale homographique, à savoir 

()x *^ dy 

Il résulte de là que toute courbe plane, admettant une transformation 
homoj^raphique infinitésimale, appartient à l'une des trois classes sui- 
vantes : 

Première classe, — Cette classe comprend les courbes qui admettent 
une transformation infinitésimale liomographique et une seule. 
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Ces courbes sont les dérivées homographiques de 

y=zx"^, m^o, J et m^-i, i, 2 

et de 

Deuxième classe. — Les courbes de la deuxième classe admettent trois 
transformations infinitésimales et trois seulement. Ce sont les courbes du 
deuxième degré non décomposables. 

Troisième classe. ~ Enfin la troisième classe comprend les courbes 
admettant six transformations homographiques infinitésimales. Ces courbes 
sont les droites du plan. 

5, Cela posé, désignons par le symbole ( J ) tout complexe déterminé par 
les droites qui rencontrent une courbe V (plane). Cette courbe sera appelée 
la directrice du complexe. 

Cherchons à former l'équation générale des complexes (J). A cet efl'et, 
considérons d'abord deux complexes (J) particuliers, à savoir les com- 
plexes J' et J" qui ont respectivement pour directrices 

z-o, y — jc'", 
- = o, / = c^. 

Il est clair que tout complexe J est la transformée homographique de 
l'un de ces deux complexes. 
Le complexe J' a pour équation 

ydz — zdv l X liz — z cix\"' . , 

(j> '■ — rf^^^H — 'dz — ) ' ^'^ 

en entendant par là qu'il est formé par les tangentes aux courbes inté- 
grales de l'équation (i). 

De même, le complexe J" a pour équation 

» » X dz — zd.r 

(J') ydz-zdy ^^—^^ 

Appliquons à ces deux complexes la transformation homographique 

«./ — i. v' — — — • -' — ^, 

ijc — — — ) y — — — > *» — — ) 

z *^ z z 

I 

Foc. de r. — V. B.IO 
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qui transporte la direclrice à rinfini, et nous trouvons pour complexes 
transformés les deux suivants 



dx " \ dx ) dx 

Pour obtenir l'équation d'un complexe ( J) quelconque, il suffit de faire 
dans les équations précédentes la transformation liomographiquc la plus 
générale. Remarquons d'ailleurs que ceux de ces complexes qui sont du 
deuxième degré peuvent être considérés comme des transformés homogra- 
phiques du complexe des droites, rencontrant le cercle imaginaire de 
rinfini 

dx^ \- dy"^ ~\-dz^- o. 

Les développements qui précèdent nous conduisent aux résultats sui- 
vants : 

Toute équation aux dérivées partielles y admettant un groupe de trans- 
formations à plus de quatre paramètres (^c^ est-à-dire un groupe à cinq 
ou dix paramètres)^ est une transformée ponctuelle d^une équation aux 
dérivées partielles^ pour laquelle les tangentes aux courbes intégrales 
déterminent un complexe J. Ce complexe J a pour directrice une courbe 
du deuxième degré (non décomposable) ou une courbe V quelconque, 
suivant que le groupe est à dix paramètres ou seulement à cinq. 



CHAPITRE V. 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAHTIELLES QUI ADMETTENT UN GROUPE 
A QUATRE PARAMÈTRES. ÉQUATIONS QUI CORRESPONDENT A L'ÉQUA- 
TION CANONIQUE ((4;). 



Je commence par déterminer les équations aux dérivées partielles qui 
correspondent à l'équation différentielle des courbes 

(i) 7 r-ra-i bx^c(^(x), 

à savoir l'équation 

((4)) Y^C^'ix) V>"'(a) = 0. 
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Le groupe de cette équation est, comme on sait, défîni par les transfor- 
mations infinitésimales 

df df df , ^ df 

ou par les transformations finies 

Le groupe conjugué G est donc évidemment le groupe à quatre para- 
mètres a, P, Y, S 

Gela posé, si l'on élimine x entre les deux équations 

da -^ X db -k- (^{x) de =1 o^ 
db -h (^'(x)dc =10, 

on trouve une équation de la forme 

^^ da \da) 

Réciproquement, quelle que soit la fonction $, on peut toujours déter- 
miner ç (x) de manière que les équations ((4)) et (2) se correspondent. Il 
suffît, pour le démontrer, de faire voir qu'une certaine intégrale complète 
de (3) 

représente précisément l'intégrale générale d'une équation de la forme ((4))- 
Soit, à cet effet, 

l'équation aux dérivées partielles associée à l'équation (2). Appliquons la 
règle donnée par Lagrange pour trouver une intégrale complète, c'est- 
à-dire posons 

de àc . . 

X désignant une constante arbitraire, et intégrons 

de — X db — 9 ( J?) da ^ o, 
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ce qui donne 

C — 6:F — fl'9(j?) — J — V(^, 7, a, 6, C) rr:0. 

Or cette équation représente bien, si Ton y considère a, 6, c comme 
constantes, Tintégrale générale de l'équation 

v''9''(^) — y''o"'{x) — 0. 
De ce qui précède résulte que : 

Les équations aux dérivées partielles qui correspondent à l'équation 
canonique ((4)) sont semblables à celle qui a pour associée 



<>v) ^-*m 



$ désignant une fonction arbitraire. 

L'équation (IV) admet le groupe défini par les quatre transformations 
infinitésimales 

(ix ÔY oz ax * ()y 0^ 

ou par les transformations finies 

Reste à examiner si l'équation (IV) n'admet pas un groupe d'ordre plus 
élevé. Pour cela, cherchons les transformations infinitésimales 

V- ■ ÇC-^» r» -) -^^ -^ ^(•'*» j, -) Yy '^ '^(•''' y^^^fz ' 

qui laissent invariante Téquation (IV). Posons 

r/.r " dx ^* 

Alors 

Ç, Y), î^ sont données par les équations qui expriment que 

(3) X(13)-4»'(a)X(«)-o 
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est une conséquence de 

(4) P=^*(«). 

Un calcul facile montre que la condition nécessaire et suffisante pour que 
Ton ait 

X(a)=o, X((3) = o, 

quelles que soient a et p, est que X/soit une transformation infinitésimale 
du groupe G. Gela posé, supposons que X/ désigne une transformation in- 
finitésimale n'appartenant pas au groupe G, et représentons par A et B 

ce que deviennent X(a) et X(P) quand on y remplace ar, y, z par des con- 
stantes choisies de manière que les coefficients a, 6, c ne soient pas tous 
nuls. Il faut évidemment que Téquation 

B-A4>'(a) = o 

soit aussi une conséquence de l'équation (4). 

En d'autres termes, si l'on considère a, ^ comme les coordonnées d'un 
point d'un plan, il faut que la courbe représentée par 

soit une courbe V. Dans ce cas l'équation (IV) est semblable à une des 
équations déjà trouvées, qui admettent un groupe à cinq paramètres. 

Sila fonction $ est quelconque, comme nous le supposons, l'équation (IV) 
admet le groupe G et n'admet pas un groupe d'ordre plus élevé. On peut 
donc dire que G est le groupe de l'équation (IV). 

Ceci nous conduit à cet autre résultat. 

L'équation différentielle des courbes 

y:=za-\- bx -\- C9(.r), 

à savoir 

(4) j-'ç^-jV^^o 

admet un groupe de transformations de contact à quatre paramètres, et 
n'admet pas de groupe d'ordre plus élevé. 

Les équations aux dérivées partielles, qui correspondent à l'équation ((4))f 
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sont susceptibles d'une interprétation géométrique analogue à celle que 
nous avons déjà donnée pour les équations qui admettent un groupe de 
transformations à plus de quatre paramètres. 

Désignons par le symbole (I) tout complexe déterminé par les droites 
qui rencontrent une courbe plane quelconque G. Il est clair que tout com- 
plexe (I) est une transformée homographique d'un complexe de même na- 
ture pour lequel la directrice est dans le plan de l'infini, c'est-à-dire d'un 
complexe ayant une équation de la forme 

(ix \dx 

Donc : 

Les équations aux dérwées partielles qui correspondent à Inéquation 
((4)) dériventy par une transformation ponctuelle^ d^une équation aux 
dérivées partielles pour laquelle les tangentes aux courbes intégrales 
déterminent un complexe (I). 



CHAPITRE VI. 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI ADMETTENT UN GROUPE A 
QUATRE PARAMÈTRES (suite). ÉQUATIONS QUI CORRESPONDENT AUX ÉQUA- 
TIONS CANONIQUES 

((5)) y-kyp et ((6)) yer = i. 



1. Nous avons vu déjà (p. 36) que les équations ((5)), qui correspondent 
à la même valeur de /?, dérivent toutes (sauf j^'*'= o) de l'une d'entre elles 

(I) y''=.hfi\ h^o, 

par une transformation ponctuelle. II suffit donc de chercher les équations 
aux dérivées partielles qui correspondent à l'équation particulière (i). Dans 

la suite nous poserons 

m — 3 

P --. » m — 252=0, 

' m — 2 ^^ 

et nous prendrons 

h^iz tn — 2. 

Pour écrire l'intégrale générale de l'équation ((5)) nous sommes obligés 
de distinguer plusieurs cas. 
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Premier cas. — m est différent de o et de i (et bien entendu aussi de 2). 
Alors Téquation (i) est l'équation différentielle des courbes 



(2) y=^ ^- — A(jc-f-a)H-c. 

L'équation aux différentielles totales qui correspond à cette équation résulte 
de l'élimination de x entre 

da — ix-\-a)db-\'dc — bda = o, 

m — I 

(x -h ay'-^.da — db — o, 

et par suite a la forme suivante 

de — bda i /db\" , m — i 

da n\daj m — 2 j- \ f 

Remplaçons a, 6, c respectivement par 

la 2b 2(c-hab 

— > — ) 2 , 

n n /i' 

l'équation des courbes intégrales devient 

I / 2a\"* ibx lic — ab) 

y—- A^-^ ^ -^ -t — -' 

^ m (m — I ) \ n / n n* 

et l'équation aux différentielles totales 



de -\- adb — bda /db\"^ 

da \da) 



/i == 2 — p. 



Deuxième cas. — m = o. 
L'équation (i) devient 



-ijV ' = '• 



Les courbes intégrales peuvent être représentées par l'équation 

y=^c — ^(x-ha) — ^(a:4-a). 

L'équation aux différentielles totales correspondantes à cette forme s'ob- 

(1) On voit que n est différent de i et de o. 
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tient en éliminant x entre 
et 

db=z —9 

ce qui donne 

dc — bda _ (dby 
da V^-ûr/ 

Remplaçons a, ft, c respectivement par 

8a, iby 8c — 8a^. 

L'équation des courbes intégrales devient 

y — 8(c — ab) —ibx — <^(j7 -t- 8a), 

et Téquation aux différentielles totales 

dc-^adb — bda __(dby 
da ~Wa/ ' 



Troisième cas, — Soit m = i. 
L'équation (i) devient 

y" -^ y'* = o» 

les courbes intégrales peuvent alors être représentées par 

y=z(jc -h a)[^(j7 -r-a) — î] — c{x -h a) -h b. 

L'équation aux différentielles totales correspondant à cette forme s'ob- 
tient en éliminant x entre 

i^{x ^ a).da — (x -r- a) de -\- db — c^a=:o, 

da . 

^=idCy 

X -\- a 

ce qui donne 

{ 3 ) da^-i — ^-db — da — cda—~o\ 

je dis que cette équation dérive de l'équation connue 

, db 

da 
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par une transformation ponctuelle. En effet, remplaçons dans(3) 6para -f- b. 
Nous obtenons 



ou bien 



da db 

^ de da 






da 



= e''**: 



il suffit maintenant de remplacer c par i^c pour obtenir la forme désirée. 

En résumé, les équations aux dérivées partielles qui correspondent à l'é- 
quation ((5)) sont, d'une part, les équations aux dérivées partielles corres- 
pondant à l'équation ((3)), d'autre part les équations semblables à celles 
qui a pour associée 

-- dz-k- xdy — y dx (dy\^ « ^ i , o 

' dx \dx) ' n=z2—p' 

Un calcul absolument analogue à celui qui a été fait plus haut (p. 55) 
montre que cette équation admet le groupe 



àf ^M àf df ; ^df 
(G) 



dx ^ dz* àz^ ày àz* 



\ dx ^ dy ^ ôz) \ dx ^ dz )^ 

OU bien 

Reste à examiner si G est bien le groupe de l'équation (V). 
A priori on peut voir que, pour 



n=Liy 



réquation (V) admet un groupe à dix paramètres, car alors elle correspond 
à l'équation 

Il en est de même si 

En effet, pour cette valeur de n l'équation (V) prend la forme 

dz -H X dv — y dx /r/.r\ - 

d} ~\d:Y)' 

V. — F(tc. de r. B.I [ 
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Cihangcons x en — y et y en x, récjuation devient 

dz -\- X dy --- y dx ( dy\^ 
dx \dx ) 

or celle-ci admet, comme nous venons de le voir, un groupe à dix para- 
mètres ('). 

Nous allons démontrer que si l'on a 

^^7^— I, o, I, 2, 

l'équation (V) n'admet pas d'autres transformations infinitésimales que 
celles du groupe G. Il nous suffira de faire voir que l'équation 

((5)) y*^^= f^y"'*^ ûù /? =: 2 — n y. o, I, 2, 3 ol A" ^ o, 

n'admet pas un groupe à plus de quatre paramètres. 

2. Proposons-nous de déterminer le groupe de l'équation ((5)). 
Soit 

une transformation de contact infinitésimale laissant invariante l'équa- 
tion ((5)) et soit W sa fonction caractéristique, de sorte que 

^ ày ^ Oy <)x ^ dy 

Désignons par X/ la transformation prolongée 

On «ait qiu; 

Ç,::Q,-t-3Q,j" 1 3Q,y'M Q./'"-t-(Ho-t-ll.j'')j"'-F,(v'')+7"'F.(r'). 



(*) Plu» généralemcnl, «i l'on remplace dans l'équation (V) n par « ^btient une 

équation semblable. 
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avec 

Les équations .aux dérivées partielles qui fournissent W s'obtiennent en 
écrivant que la multiplicité de points (xj y, y\ y\ y"') définie par 

est contenue dans la multiplicité ((5)). 
A cet effet, exprimons que la relation 

est identique en a?, y^ y\ y". 
L'identité ( i ) prend la forme 

(2) F,= A:7^''-'(/>F,-F,7''). 

Si/> — I n'est pas égal à la différence 8 des degrés de F, et de pF2 — F^y^^ 
l'identité précédente se décompose en deux 

(3) ¥, = o, pF,-F,y^=o. 

Voyons ce qui arrive si 

(4) p-i=zà. 

Les valeurs possibles pour S sont les nombres suivants : 

3, 2, I, o, — I, —2. 

Il résulte des hypothèses faites sur p que l'égalité (4) ne peut avoir 

lieu que si 

^ = 4 ou ^=—1. 

Dans le premier cas, l'identité (2) montre que F, doit se réduire à son 
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dernier terme 

F, - Q. j- = ^ f\ 

cl que (4 Fa — ^ty") doit être indépendant dey" 

4F,-F.y=P,. 

Cette dernière égalité montre que 

/lP,-R,= -^=o. 

De là, on déduit l'identité 

F,= o; 
et, par suite, 

4F,-F,.v"=o. 

Dans le deuxième cas, l'identité (2) montre que 

F, = Q., F, + F, y r:r ( P, -t- R, )y'* ; 

de là on tire 

P,-o: 
puis 

Q. = o; 

donc, dans ce cas encore, les identités (3) sont vérifiées. 

En résumé, l'identité (2) entraîne, dans tous les cas, les identités (3) 

(3) F,-.= o, pF,-F,y'=o. 

Celles-ci donnent 

(4) />P,-R, --^Q, />P,-R, = o, P, = o, 

(5) Q, = o, Q, = o. 

La première montre que 
la seconde des égalités (5) donne alors 

La seconde des égalités (4) devient 

ôy dx dy 
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OU bien 



ou 



ap — 3 

m = -^ 



Si l'on remarque que celte dernière entraîne 

on voit que les égalités P© = ^ ^^^ Qi = ^ prennent les formes suivantes 

En diflerentiant l'équation (e) par rapport ky\ on trouve Téquation 

-7— T ; -H 2 -r ;— r^- O. 

ox* oy ax oy 
On aperçoit alors immédiatement que 

et, par suite, 

En résumé, nous avons trouvé les équations suivantes 

<?«W ^«W c^'W (^«W ô^W 



= o 



r = <>' :4r7i = o. xitt; = ^' ïï:r:ï:7/ - ^' 



dx^ ' dy^ — ' dy'* ~ ' <^^ d»/ " ' ôx ôy 

ôy dy dy 

de là on déduit d'abord que toutes les dérivées du troisième ordre de W 
sont nulles, puis que 

W = a 4- Po? -H -^y -H X(a?y' — '»/)• 

Le groupe de l'équation ((5)) est donc d< ' transforma- 
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lions infinitésimales 

à£ df df dl dj_ 

dx^ dy^ dy^ dx ày* 

qui ont pour fonctions caractéristiques 

— y, I, JL-, my — xf. 

De là on conclut que le groupe de l'équation (V) est bien un groupe à 
quatre paramètres, lorsque n est différent de — i, o, 1,2. Ce que nous 
voulions démontrer. 

En résumé, nous venons de trouver une nouvelle famille d'équations aux 
dérivées partielles admettant un groupe à quatre paramètres. Ce sont les 
équations semblables à celle qui a pour associée 

.,.. dz-\-xdY — Y dx / dy\'^ 

^^) ^r-" — = {£) «;— ..o..,2. 

3. Cherchons maintenant les équations aux dérivées partielles qui cor- 
respondent à réquation canonique 

((6)) y'ex''=i. 

Un calcul élémentaire montre que les courbes intégrales de cette équa- 
tion sont représentées par 

(i) ^ = F(ar -f-a) — b{x -ha) 4-c, 



avec 



F{^)-^'(^x-^) 



L'équation aux différentielles totales correspondant à l'équation (i) 
s'obtient en éliminant x entre les équations 

F'{x-\-a)da — {x -i- a)db -hdc — bda = o, 
F''( j? -\-a)da —db = o. 

Si l'on remarque que 

F'^(x):=Jiix, 

¥'{x) z=xJllx — x^xF'ix) — Xy 
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on trouve immédiatement que 

da 

Remplaçons a, 6, c respectivement par 

2 a, 2/;, 9.C -\- 'inb, 

l'équation précédente devient 

de -h arfb — hda ^ 

da 

Les équations aux dérivées partielles cherchées sont donc toutes sem- 
blables à celle qui a pour associée 

,_.-. dz -\- xdv — yd.r ^ 
(VI) ^ =e- 

Un calcul analogue à celui qui a été fait (p. 55) plus haut montre que 
cette équation admet le groupe défini par les transformations infinitési- 
males 

^^^ dx ^ dz' dz' dy^'^ôz' ''dx^^'' ^y^dy^^^ <û 

ou les transformations finies 

Nous allons démontrer maintenant que G est bien le groupe de l'équa- 
tion (VI), c'est-à-dire que l'équation (VI) n'admet pas d'autres transfor- 
mations infinitésimales que celles du groupe G. Tout revient à prouver que 
l'équation du troisième ordre 

n'admet pas de transformation infinitésimale étrangère au groupe déjà 
connu 

A cet effet, soit X/une transformation infinitésimale de contact laissant 
invariante cette équation et, par suite, l'équation équivalente 
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La fonction W, caractéristique de X/, est déterminée par l'identité en 

où F<, Fa, Fj ont les significations données plus haut (p. 83). De là on dé- 
duit d'abord 

F,— O, F, -hF,=r:o 

et ensuite 

1^"^' - ""' ôy à/ ^ ""' ây' ~ ""' ""dx d'y ^ Ty " ""' 



c^o; dy dx dv' ôx^ 



Donc W est donnée par l'équation 

W 



=ra,-i-a,a7-+-ûf,/-i-CT4^2/4- Y — •^/)- 



L'équation du troisième ordre considérée n'admet donc que quatre trans- 
formations infinitésimales distinctes, à savoir, les quatre déjà connues. 
Donc l'équation (VI) n'admet aussi que quatre transformations infinitési- 
males distinctes, ce que nous voulions démontrer. 



CHAPITRE VII. 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI ADMETTENT UN GROUPE A 
QUATRE PARAMÈTRES (suite). ÉQUATIONS QUI CORRESPONDENT A L'ÉQUA- 
TION CANONIQUE ((7)) 

((7)) yy-'-^^yy^^y^y^. 



1. Je commencerai par intégrer l'équation ((7)), en me fondant sur la 
remarque suivante. Soit 

/(•a?,7,a, ô,c)=:o 

la famille des courbes intégrales. Cette famille à Irois paramètres admet le 
groupe G à quatre paramètres, défini par les transformations infinitési- 
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niales 

dx ôx dy dx ^ dy 

ou les transformations finies 

,_ x-\-a ,_ my 



(G) ^'=IL_^^, y^ 

ux-hc ^ OX-hC 

Il résulte de là que chaque courbe de la famille admet certainement une 
transformation infinitésimale du groupe G. En d'autres termes, les courbes 
intégrales sont des courbes V (voi?^ p. 65). 

Ceci nous conduit à chercher si rc.quation ((7)) admet une intégrale par- 
ticulière ayant l'une des formes suivantes : 

(l) V=rx«, 

La condition nécessaire et suffisante pour que Técpiation (i) représenta* 
une courbe intégrale est exprimée par l'équation 



(3) (2n — i)\a^—\ —A; 

Si A* est différent de l'unité, cette équation permet de calculer n en 
fonction de A*, et l'équation ((7)) admet, par suite, une intégrale particu- 
lière de la forme (i). 

Si, au contraire, 

c'est l'équation (2) qui définit une intégrale particulière de Téquation ((7)). 

E)n appliquant toutes les transformations du groupe G, dans le premier 
cas, à l'équation (i), dans le second cas, à l'équation (2), on trouve toutes 
les courbes intégrales cherchées. 

Donc l'équation 

représente, dans le premier cas, les courbes hitégrales, pourvu que n soit 
lié à k par la relation (3). 

Fœ. de T. — V. B. 12 
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I>> cour !»•:•> înlégrales sont au contraire représentées par 

Si Ton a 

A la vérité, les équations (f\) et (5) contiennent quatre paramétres a, /y, 
r. m. mais ces quatre paramétres ne sont pas esseniifls. 
Kn i:ff#'l, si Ton pose 

m TT^}-'* o{a\ b'f c)^ a-.~a\ b--\kb\ c - [xc\ 

Téquation ( [\) devient, après la suppression des accents, 



'4; 






di? même, par le changement de paramétres 

m— .- ~ g^Ca', //, c'), ■ ■ . ~. b\ - y - - c\ - .y- -a\ 

î-hbyi » » /f i\biJ. l'hbix I -^ ^|ji 

l'équation (1!) prend la foruKî 

b.r-k-c 1;-^- 
y "n - - •- c 

•^ 9(/7, ^ c) 

La fonction arbitraire 9(«, /y, r) peut élrc remplacée par Tunité, mais 
nous verrons dans la suite qu'il y a avantage k poser 

9 (a, b, c)-= ^U: — ab, 

2. Itechrrchr du premier ffroupe conjiu^uè de (]. — (a* groupe F est 
formé par les transformations eu a, t, c conjuguées d(»s transformations 

, .r 4- a ). V 



[>ar rapport à l'équation 

^'* ^ *^"' 9(a, by c) \b:r-\'cj 

Plusieurs des transformations infinitésimales de T peuvent élre oblenues 
a priori sans avoir recours à la méthode générale. 
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Kn effet, il est clair que l'équation (V) ne change pas de forme si Ton 
remplace x, a, c respectivement par 

4*t si l'on choisit <p de manière que 

(f(a — ot,b,c — bx) ^=z(D(abc), ou çp = F(c — «^). 

Donc les transformations à un paramètre a 

a'^=a — a, c'-=c — b(x 

forment un sous-groupe de T et, par suite, Tune des transformations infini- 
tésimales de r a pour symbole 

Quant à la fonction <p, nous la choisirons de manière que 

(f = (c — aby'*. 

On aperçoit alors facilement que le groupe T contient les deux sous- 
groupes à un paramètre X 

j «'= a/, ^ b'= b}., 
et, par suite, les deux transformations infinitésimales 

•' da de -^ ôb ôc 

Le groupe défini par les transformations infinitésimales A,/, Ao/et A3/ 
étant le groupe conjugué du groupe défini par X,/, X2/, et X3/, il ne 
reste plus qu'à déterminer la transformation infinitésimale conjuguée 
de X4/. 

Il suffit, pour cela, de calculer les fonctions a(«, &, c), p(a, />, t), 
y(a, 6, c), de manière que la transformation infinitésimale 

, àf df ôf ^ df ôf -, ^ 

laisse invaiîante la multiplicité de points définie par Téquation (4') ou Té- 
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(|iialion é(|uivalcnle 

C y = (• - '0 C( f'^ -H c) -h « r (a- 4- a) - i^9. 

Los «Miiialions qui dctermîncnt a, ^, y s'obtiennent en écrivant que la 
relation 

(3J:•^-y 4- ^x«) 4-/I L-i 



J" rrz 



est une identité en Xj a, &, c. On trouve d'abord 



« = — a*. 



cl, par suite 

(Choisissons 9 de manière que 

X(9)=r— 09. 

Alors P et y sont données par les équations 

(3 = c — au, y=: — aCf 
et 9 par 

9 ^i y^c — ab, 

La transformation infinitésimale conjuguée de X4/est donc 

— rt'Y- -f-(c — ab)'{j —ac-f-; 
ôa 00 oc 

le groupe à un paramètre qu'elle engendre est le suivant 

, a ,, b -hic , c 

a Tz ;,^ I b z=i -, r*' -=. 



Kn résumé, le groupe r est engendré par les cpialre transformalioris iuli- 
nitésimales 

•^ 0(1 ôc on oc 

(jrâce à la manière dont nous avons déterminé 9, le groiqie conjugué (îsl 
homographique et indépendant du nombre n. 
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3. Recherches du second groupe conjugué de G. — Ce groupe r' csl 
formé par les transformations en a, &, c, conjuguées des transform:\lions 

(G) -^ = ô » Y — o ■ 



par rapport à Téquation 



bx 



Choisissons encore 9 de manière que 

9 = y/c — a^. 

On peut déterminer toutes les transformations de r' sans avoir recours à 
la méthode générale. En effet, si Ton multiplie les deux membres de Téqua- 
tion (V) par e^, on obtient 

f .r ( I ->- > A ) 4- g -f- À r 

V'c — ab 

donc Téquation (5'), considérée comme une équation a cinq variables x^ y, 
(ly by Cj admet la transformation 



I -h 



^ ' ' ' Ib i-h /.b I ~h /.b 



Donc les équations (2) définissent un sous-groupe à un paramètre du 
groupe r'. L'une des transformations infinitésimales de r' est donc 

A,/ = (ab - c) 'i^ -+-/>« ^ 4- fjc ^. 
-^ ^ âa ab de 

On voit aussi fiicilement que les trois premières transformations inlini- 
tésimales de r, à savoir A,/, A^/, A,/, sont également des transforma- 
tions infinitésimales de r'. Ce groupe r' est donc engendré par les quatre 
transformations infinitésimales distinctes 

A,/, A,/, A3/, A5/. 
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1 . Recherche des équations aux dérwées partielles qui correspondent 
à V équation 

((7)) /7''H-3/7'=^/V'- 

Nous supposerons dans la suite le nombre /f différent de zéro (et par suite 
n^^)j car, pour cette valeur de ky Téquation ((7)) se réduit à 

c'est-à-dire 

et dérive par une transformation ponctuelle 

^1 = ^, /i = 7' 
do Téquation 

77=0, 

Supposons d'abord le nombre A' différent de Puni té. Les courbes inté- 
grales de l'équation ((7)) sont alors représentées par 

9(a, ^,c) \bx-^cj ^ ^ 

OU bien 

■Cj = ( I - n)^{bx H- c) -h /i C(^ -+- «) - -C? ; 

en appliquant la règle si souvent rappelée, nous sommes conduits à écrire 
que l'équation en x 

(1 — n)ixdb-\-c) nda do 
bx -^ c X -^ a 9 

a une racine double. A cet effet, posons 

j? -f- a 

bx -h c 

et exprimons que le discriminant de l'équation en / 

(i — n) {b de ^ c db) t^ -h {n — i){dc — a db -^ bda)l — nda = 

est nul; nous obtenons ainsi 

(i) (in — i)'(rfc —adb-^ bda)^-- i6n{n — i) {b de — c db) da = o. 
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Comme in — i n'est pas mil, nous pouvons poser 

('.î/i — 1)* 

Remarquons immédiatement que h n'est pas nul; Il suffit pour le voir de 
se reporter à Téquation qui détermine ii en fonction de A*. En outre, il est 
clair que 

L'équation (i) devient alors, après le changement de a en — a, 
( I ) {de -k- a db -{- b day -\- !\ h {b de — c db) da^izo. 

Supposons maintenant 

Les courbes intégrales de l'équation ((7)) peuvent alors être représentées 
par l'équation 



b.T -h c 



x — n 



\^c -\- ab 

L'équation aux différentielles totales correspondante est 

{de ~\- a db — b day -^ !\{da -^ b de — e db) {bde — e db)—.o. 

En résumé, les équations aux dérivées partielles cherchées se partagent 
on deux classes. Celles de la première sont semblables à Téqualion qui a 
pour associée 

( VII') {dz -t- œ dy - y dxY -h ^h{y dz — z dy)dx — o, // ^- ^ • 

celles de la seconde sont semblables à Téquation qui a pour associée» 

( Vlir) {dz H- xdy — ydxy-^ (^{dx -^ y dz — z dy){y dz — z dy) — o. 

L'équation (VU') admet, cnmme on a vu, le groupe défini par 

\,f-^^y^l, \ f-r^!^-^(ry-^')i^-^-x'^. 

^'^-^ dx ^ dz' ^^J-' Ox^^^'^-^^^hr^ ""^ôl' 



X,/, \,/, X,/ 

*-' " ' 0x ' Oy " ôz 

m 

Hrinnrqufî. — Si daiH U former CHtîOu'mw: {\llV^ou remplace x, ^, 

i f X 

.>^ 7 y 

oif ol>tf<'iit la forme »iii\ante, qui p'Mjl remplacer la forme C VIIT^ : 

' \ III I (dz ^ j- dv -^ Y dx y -^ \i dx -^ y dz — z dy jdr zn o. 

f<<' jfroujw (X,, X,, X,, Xi^M? l^a^^fo^ll'M^aill<'U^s en 

X./. \,/. X,/, X«/. 

Oli«<'r>ons en outre que les «>ix iraiisforirialions in(iiiîl<*>imal<'s 

<|/'W*rmiii<*nl un groupe II, â savoir Je frroufK.» cl<*.s iransformations lioino^ni- 
pliiqu^'H qui laî^vnl in\ariafiU* la surface du second d*»g^ré 

JTY -*- z =0. 

L<'* Iransformations X,/, X^/, X,/délenninenl un sous-{rroupe de H el 
il <'» ^'^'l d<* même de \^fj X^/, X^/ (on sait que ces deux sous-groupe< s^mt 
n''''iproqiM'** ^Vl' 

5, .\ou«i v^'uons de trouver que I^'s <*ijuations canoniques ( VII'^, C VIII^, 
^Vlir^ admettent chacune un fj^roupe à quatre paramètres; nous allons 
mainW'uant démontrer qu'elles n'admettent pas un groupe d'ordre plus 
i'\i'\**, A c#*t ed'et, nous prouverons, ce qui est évidemment suffisant, que 



^'/ S 'Ht Trantfftt'matittntffruppen, I, I, \>, SWt. 
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Téquation 

n'admet pas un groupe de transformations de contact à plus de quatre par.i- 
mètres. 
Soit 

une transformation infinitésimale laissant invariante Téquation ((7)) et soit 
W sa fonction caractéristique, de sorte que 

Désignons par X/la transformation prolongée 
Cela posé, Téquation ((7)) peut prendre la forme 

» y' »1 

(1) y^zzzZfd^^y'^^, ^~""y' ^=^T'- 

Les équations qui déterminent W s'obtiennent en écrivant que la multi- 
plicité de points (a;, y, y'^ y'\ y") définie par 

est contenue dans la multiplicité (i). Pour cela exprimons que 

F,+ (3ycp4-7-^v}.)F.= 3X(y9)4-7^^X(^)4-fj^Hx(y) 
est identique en x^y^y^ y". Nous obtenons d'abord 

(3) f^^^=fM^)-\-\^y^{f\ 

(4) F, -h 3.r>F. = 3(pX(7^) + 3y X(9). 

L^équation (3) montre que X(y) s'annule pourj>^'= o; donc 
(a) Po = o 



(<) Voir p. 8a et 83. 



et par suite 
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(io^o. 



L'cqualion (3) développée donne 



(3') 



(«0-+- R.j-)'; = XCI) ^ i'XP,-^ p,r ), 



et par suite, comme A* est difiërenl de zéro, 



c'est-à-dire 

(c) 

Il résulte de là que 
et aussi 



2Hirr^3Pî, 



3=0. 



R,^P,^o 



05= O. 



L'équation (3') devient alors 



(3') 



Ho'^=3\(^)4-f^P, 



et Féquation (4) prend la forme 



(4') 



Qi-i-Q,7'-+-Ro9 = Pi?-+-X(9). 



Cette identité exige que 



<^»W 



O, -- o, c'esl-à-dire -, — . , = o. 

dydy' 



Revenons à l'équation (3'); elle peut s'écrire 

(2Ro~3P,)^zzz2X(^), 

c'est-à-dire, eu égard aux valeurs de Ro et P<, 



ou bien 
ou enfin 



\(v) = V — , 



\\ 



^.r 



Oy 






Oy' 
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Si Tou différentie cette égalité par rapport à y, et si Ton tient compte 
de (e), on trouve 

En résumé, la fonction W doit satisfaire aux relations suivantes : 

De ces relations on déduit immédiatement que les dérivées du troisième 
ordre de W sont toutes nulles, sauf y— ^ qui satisfait à 



dx^Oy ôjo ôy 



donc W est de la forme 



W — a, V -f- a^y -^(Hxy' -h ai,{xy i- J?*/). 

On voit donc que Téquation ((7)) ne peut admettre (|ue les quatre trans- 
formations infinitésimales qui ont pour fonctions caractéristiques 

c'est-à-dire les quatre suivantes 

àf ôf df , df df 

ax ôx " UY Ox '^ or 

C'est précisément ce qu'il fallait démontrer. 

Nous pouvons donc dire que les groupes des écjuations canoniques (VIT), 
(Vlir), (VIII) sont respectivement 

(Xi, Xj, Xj, X4), (Xi, Xî, X3, X5), (Xi, Xj, X3, Xj), 
6. Modification de l'équation canonique (\IV) 

(dz-hxdy — y dxY-^ t\hdx{ydz — zdy)T^Oy ^7^0, 1. 
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Effectuons la transformation homographique 

x' -f- iy' x' — l'y' * -H ^' 

l—Z^ *^ i — z' i—z' 

qui fait correspondre à la surface 

xy 4- 5 = o 

la sphère 

Nous obtenons successivement les formules suivantes : 

_ .dz^-h x' dy' — y dx' 



dz-^xdy — ydx = — 2i , 

\^ — *; 

, _ a-z') (dx'-\-idY') + {x' 4- iy)dz' 



-y 



_ { ~i'-z'){dx'—idy') ->^ ( x' — if)dz' 

(i^z^y 



ydz~zdyz=- //_.Mî 



{ dx'-\- r'dz'- z'dy'y-hjdy -hz'dx' —x'dz'y 

(i^z'y 



dx(ydz — zdy) — - ,_. ^^ 



L'équation proposée a donc pour transformée 

(dz' -^ x' dy' — y dx'y -{- h(dx' -h ydz' — z' dyy 

{dy -^z'dx' — x'dz'y — o, hy^\\ 



h 



Nous pouvons, par suite, prendre pour équation canonique, à la place de 
l'équation (VU'), Téquation suivante 

(Vil) a{dz -hxdy — y dxy -\- {dx -^- y dz — z rf/)'4- {dy -^ zdx ^ xdz)* =o. 



avec 



a :/i I . 



Nous verrons plus tard que, si a = i, cette équation peut être ramenée 
par une transformation ponctuelle à la forme 

dx^ -h dy'^ H- (i^' = o, 
Quant au groupe de l'équation (VII), c'est le groupe transformé du 
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groupe de (VIF). Les six transformations infinitésimales 

^^J — ày àz " dx -^V /• 

^f-àf df àf I \ 

^'j-jz ^y-d^-'^Ty^-y ;■ 

^'^-Tx^y dz "cj/^^l r 

^ f^df df df I \ 

^'j- Tz -"^ ""dy ^ 11^ ^ - \ ; 

définissent le groupe homographiquc de la sphère 

j;' -t- J * -H ;' 4- I =: O. 

Le groupe de l'équalion (Vil) est défini par les quatre transformations 

infinitésimales 

^iy> ^tjt ^ijt X,/. 



CHAPITRE VIII. 

SUR DEUX CLASSES PARTICULIÈRES DE COMPLEXES. — INTERPRÉTATION 
GÉOMÉTRIQUE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI ADMETTENT 
UN GROUPE A QUATRE PARAMÈTRES. 



1. Groupe spécial de transformations honiologiques. — Je commen- 
cerai par rappeler la définition d'un groupe de transformations liomolo- 
giques que Ton rencontre fréquemment dans les recherches de M. S. Lie. 

Considérons, dans le plan des (.r, y)^ les transformations homologiques 
ayant pour centre d'homologic le point O, et pour axe d'homologie une 
droite passant par ce point O. Ces transformations forment un groupe à 
deux paramètres, dont nous allons chercher les équations. Remarquons 
d^abord que les transformations homologiques qui ont le point O pour 
centre d'homologie sont les transformations homographiques qui laissent 
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invariante chaque droite passant par l'origine. Ces transformations sont 
donc définies par les équations 

ax -k- by ^ c *^ ax -+- 6y 4- c 

L'axe d'homologie relatif à Tune de ces transformations étant une droite, 
dont chaque point reste invariant par cette transformation, a pour équa- 
tion 

ax -h ^/ -h 6- =: I . 

Les transformations particulières que nous cherchons s'obtiennent donc 
en faisant 

C z=z I 

dans les équations (i), ce qui donne 

y 



(2) x'-- -- ) y'zzi 

~ ax-{-by~\-i ax -^ by ~\-i 

11 est aisé de vérifier que ces équations déterminent un groupe et que ce 
groupe est engendré par les deux transformations infinitésimales 

Nous appellerons ce groupe le groupe homologique spécial relatif au 
point O. 

Remarquons que,.D et D' étant deux droites quelconques du plan ne 
passant pas par l'origine, il existe toujours une transformation du groupe, 
et une seule, vis-à-vis de laquelle les droites D et D' sont homologues. L'axe 
d'homologie est la droite qui joint le point O au point d'intersection des 
droites D et D'. 

D'une manière générale, soit C la courbe homologue de G par rapport 
à une transformation du groupe G. D'après la nature des transformations 
du groupe G, il est clair que la courbe C ne peut admettre une transforma- 
tion de ce groupe ; donc il n'existe qu'une transformation du groupe chan- 
geant G en G'. 

2. Correspondance entre les droites d^un plan et les courbes d^une 
certaine famille à deux paramètres. — Gonsidérons dans un plan P un 
point O, une courbe absolument quelconque G, et une droite D ne passant 
pas par le point O. Appliquons au couple (G, D) toutes les transforma- 
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tiens du groupe homologique spécial G, relatif au point O. L'ensemble des 
transformées de D comprend toutes les droites du plan ne passant pas par 
l'origine O (n** 1); l'ensemble des transformées de G constitue une certaine 
famille F de courbes à deux paramètres. Gela posé, soit D' une droite quel- 
conque du plan (ne passant pas par l'origine), et soit S la transformation 
du groupe G qui change D en D'. Faisons correspondre à la droite D' la 
courbe G', homologue de G par rapport à S. Nous avons ainsi défini une 
correspondance entre les droites du plan (ne passant pas par le point O) et 
les courbes G de la famille F. Il résulte, d'ailleurs, de la remarque faite 
précédemment (1), que cette correspondance est univoque. 

Observons, en outre, que si deux droites, D et D', se coupent au point A, 
les courbes correspondantes, G et G', se coupent en un point situé sur OA. 
En effet, soit S la transformation du groupe G, qui fait correspondre le 
couple (G', D') au couple (G, D); l'axe d'homologie de cette transforma- 
tion est évidemment la droite OA. Si donc B est un point d'intersection 
de OA avec la courbe G, la transformation S doit laisser invariant ce 
point B, et, par suite, il doit se trouver sur la courbe G', transformée de G. 

3. Dé finition des complexes K. — De la correspondance entre les droites 
du plan P et les courbes de la famille F, il est aisé de déduire une corres- 
pondance univoque entre les mêmes courbes et les droites d passant par 
le point O, mais non situées dans le plan P. Il suffit pour cela de considé- 
rer un complexe linéaire H tel que le pôle du plan P soit précisément le 
point O, et de faire correspondre à chaque courbe G de la famille F la 
droite d conjuguée de D par rapport au complexe lî(fig. 6). Puisque la 

Vif;, r,. 










/ 




correspondance entre les droites rf et D est univoque, ainsi que celle qui 
existe entre les courbes G et D, il en est de même de la correspondance 
entre les droites d et les courbes G. Je dirai, dans la suite, qu'une droite d 
et la courbe G correspondante sont deux lignes associées. 



B.I04 I>E TANNENBERG. 

Gela posé, remarquons qu'à toutes les droites d situées dans un même 
plan Q correspondent les droites D du plan P, passant par un point A situé 
sur l'intersection de P et de Q (A est le pôle du plan Q par rapport au 
complexe linéaire H). Donc on peut dire, en vertu de ce qui précède, qu'à 
toutes les droites d situées dans le plan Q correspondent des courbes C se 
coupant en un point B de la droite OA. De là résulte que les droites ren- 
contrant à la fois deux lignes associées forment un complexe. Tout com- 
plexe susceptible de ce mode de génération sera appelé un complexe K. 
Les courbes C seront dites les directrices du complexe. 

4. Complexes K de première espèce. Interprétation de V équation Ç^). 
— Supposons que la courbe C, qui a été jusqu'à présent complètement 
indéterminée, soit une courbe V relative au triangle formé par la droite D 
et deux droites Oa?, Oy. Les complexes K, que l'on déduit du couple (D, V) 
ou des couples analogues situés dans le plan P ou un autre plan de l'es- 
pace, constituent une famille particulière de complexes ; nous les appelle- 
rons complexes de première espèce. 

Cherchons l'équation générale de ces complexes. A cet effet, considérons 
l'un d'entre eux, et prenons pour axes des x et des y les deux côtés com- 
muns aux triangles liés aux directrices, pour axe des z la droite conjuguée, 
par rapport au complexe linéaire H, de la droite de l'infini du plan des 
(a;, y). Pour obtenir les équations des couples (D, V), il suffit d'appliquer 
à l'un d'entre eux, (Do,Vo), les transformations du groupe homologique 
spécial relatif au point O. Prenons pour droite Do la droite de l'infini; 
alors la courbe V^ a pour équation 

et, par suite, les couples (D, V) sont représentés par {voir n° 1) 

(D) (XX -\-^y -^\ — o, 

(V) ^'«j»" k{oLx H- (3/ -M). 

D'autre part, le complexe linéaire II est défini par les tangentes aux 
courbes intégrales de 

hdz ->r X dy — ydx—Oy h^o; 

donc les équations de la droite conjuguée de D sont 

(d) yz=ihaZf x^i—h^z. 
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La condition pour qu'uno droite, représentée par 

x =z az -{- Pf y=-.bz-\-(j^ 

rencontre deux lignes associées (rf) et (V), s'exprime alors par l'équation 

Les droites du complexe peuvent donc être considérées comme les tan- 
gentes aux courbes intégrales de l'équation 



(I) k{dz^ '1ÈL—Z,'!±\^(xdz-- zdjL'Y^{Ydz-zdy)\ 



m -\- n ^=11 , 



Cette équation dérive, par une transformation homograpliique, de la 
forme 

.r'.-rXj:', /->./, z'-i^j-z 

de l'équation 

(2) {dz -H xdy — ydx) -- (jc dz — zdxy"(ydz — zdy)". 

Si maintenant on remplace x-, y, z respectivement par (— -j> (— ~U 
[ — - j> Téquation précédente devient 

dz -+- JC dy — y du. r= du'" dy'^, m -h /< m 1 

ou bien 

, ,, ^ dz -^ .r dy - v d.v , d Y \ " 

<^) -eu— Ur)' 

Le calcul précédent montre que, si dans l'équation canonique (V), on 
effectue la transformation homograpliique la plus générale, on obtient l'é- 
quation générale des complexes K de première espèce. 

Le complexe K défini par l'équation (^ V) a ses directrices dans le plan de 
rinfini. Les deux côtés communs à tous les triangles liés aux directrices sont 
les intersections du plan de l'infini avec les plans zOy cl zOx. 

5. Groupe d^un complexe K de première espèce. — Les considérations 
géométriques qui précèdent mettent en évidence qu'un complexe K. de pre- 
mière espèce admet un groupe homographicjue à quali*e paramètres. En 
effet, il est clair que ce complexe admet les transformations homographiques 

Fac. de T. --\. \^.\f\ 
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qui laissent invariants à la fois le complexe linéaire H et la famille des 
couples (D, V), qui correspondent au complexe K. Nous allons déterminer 
ces transformations pour le complexe K défîni par Téquation (2). 

La famille des couples (D, V) admet évidemment le groupe, à trois pa- 
ramètres, engendré par les transformations infinitésimales de G (n® 1) 

et la transformation infinitôsiiuale 
qui laisse invariante la courbe \ „ 

(Vo) a'-«.j«r_i. 

Considérons maintenant le tableau des transformations infinitésimales 
liomographiques du complexe linéaire ( * ) 

dz -h si: dy — y djc == o. 

On aperçoit immédiatement que les transformations du groupe ayant les 
formes 



x./-^î4{. W+?.^^ W-HÇ.^ 



sont les suivantes 



^ ' \ ôju " Oy ôz J dy 

I ôf ()f dfx ôf 

(^) ''\f ôx'^~ ^^ ù'y^^^Tz) y ô}^ ^ ôzY 

d'autre part, le même groupe contient une transformation infinitésimale (et 
une seule), laissant invariant chaque point du plan des xy^ à savoir 



(») Voir Transforma tionsgruppen, t. Il, p. 446- 
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Le complexe K considéré admet donc le groupe déflni par les quatre 
transformations (i), (2), (3), (4). Si mainlenanl on remplace x,y, z res- 
pectivement par — -' — - cl — ;, le groupe devient 



(G) 



^_^<V à/ âf_ àf 

à.r ^à:' dV ôy Oz' 



et l'équation (2) a pour transformée l'équation (V). Donc l'équation (V) 
admet le groupe G; nous avons vu d'ailleurs qu'il ne peut admettre un 
groupe d'ordre plus élevé. 

6. Complexes Krf*? seconde espèce. Interprétation de l'équation (_\l). 
— Nous avons vu qu'un complexe de première espèce est un complexe K 
dont les directrices sont des courbes V appartenant à des triangles ayant 
deux côtés communs. Supposons maintenant ces côtés confondus; nous 
dirons alors que le complexe est un complexe K de seconde espèce. 

Théorème. — Les complexes K de seconde espèces dérivent tous, par 
une transformation homographique, de l'un quelconque d'entre eux, 
par exemple du complexe détermine par les tangentes aux courbes in- 
tégrales de l'équation 

(VI) rf.+xjv^-vrfx ^J^ 



Considérons un complexe quelconque de seconde espèce; prenons pour 
plan des {x^y) le plan des directrices, pour origine le sommet commun à 
tous les triangles (aplatis), liés aux directrices, pour axe des y une droite 
quelconque Oy du plan et pour axe des z la droite conjuguée, par rapport 
au complexe linéaire, de la droite de l'infini du plan des xy. 

Le complexe linéaire est alors défini par une équation de la forme 

/( dz -H .r dv — y dx -. o. 

Comme précédemmcol, il suflll, [hkjc obtenir les équations des couples 
(D, Vj, d'appUq 'lions du groupe liomologique spécial, 

relatif au point ' 'culii-r (D„, V,). Prenons encore pour 



L 
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droite Do la droite de l'infini; alors la courbe V^ a pour équations 



y 

— := ke' \ z -zz o, 

et par suite les couples (D, V) sont représentés par 

i ar ~ 3r — I -- o, 
(D) 

(V) 

Les équations de la droite d conjuguée d'une droite D sont 

La condition pour que la droite 

j' — az \- p, y :=.hz -\- n 

rencontre deux lignes associées (rf)el(V) s'exprime alors parTéquation 

Les droites du complexe défini par cette équation sont évidemment les 
tangentes aux courbes intégrales de 

\ //s — s tiv 



h dz -f- X dy — y d.r 

h ( v dz — z d,r ) 



kc' 



tti — Ztfj 



On voit donc que le complexe dérive par une jtransformation homogra- 
phique de la forme 

./ ' .-_ A./-, y' :- X V, z' -". lÂZ 

du complexe de même espèce pour lequel // == i et A' = i, c'est-à-dire du 
complexe déterminé par l'écpialion 

j Ytiz—ZriY 

r cl.r 

— _ — fi> 

.r dz - - z d.r 



dz ; .V dv — y d.r , .. . . 



Si maintenant on ivmplace .r, j^, z respectivement par 



.r y 1 

V ^ V 



.. . •. -J •_ : • ^ * 
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ce qui revient à transporter à l'infini, par une transformation homogra- 
phique, le plan des directrices, on trouve 



dz -h ,r dv — y d.r Ç- 
dx 



ce que nous voulions démontrer. 

On peut, comme précédemment, démontrer a priori ({vl^mh complexe K 
de seconde espèce admet un groupe homographique à quatre paramètres et 
que ce groupe est un sous-groupe du complexe linéaire correspondant au 
complexe K. 

7. Définition des complexes H. — Considérons une surface quelconque 
du second degré, et supposons qu'on ait établi, entre les génératrices d'un 
même système, une correspondance homographique quelconque. Cela 
posé, les droites qui rencontrent à la fois deux génératrices homologues 
forment évidemment un complexe. 

Les génératrices du second système sont toutes des droites du complexe. 

La surface du second degré est la surface singulière du complexe. 

Tout complexe susceptible de. ce mode de génération sera appelé un corn- 
plexeYi.W y a lieu de distinguer les complexes pour lesquels les génératrices 
doubles de l'homographie sont distinctes de ceux pour lesquels les généra- 
trices doubles sont confondues. Les complexes H de la première catégorie 
seront dits de première espèce^ les autres seront dits de seconde espèce. 

Avant de déterminer les équations de ces complexes, je commencerai 
par rappeler quelques théorèmes de M. Lie, relatifs aux transformations 
homographiques qui laissent invariante une surface du second degré non 
décomposable. 

Considérons la surface représentée par l'équation 

(S) xj -h ^ = o. 

Les transformations infinitésimales qui laissent invariante cette surface 
forment un groupe à six paramètres, défini par les transformations infini- 
tésimales 

^'^- dx ^^dz' ^'-^-^âx^^di' ^'-^ - "^ âx ~^ ^""^ ~^ ^^ d^ -^ -^^ à^' 
Y /• àf ^ à/ V /• / \^f . t^f àf ^ ^ df df 



B. I lO DE TANNENBERG. 

Les trois premières transformations infinitésimales déterminent un sous- 
groupe r, de G, les trois dernières forment également un sous-groupe Tj. 

Les transformations du groupe r, laissent invariante chacune des géné- 
ratrices d'un même système 

( I) ) y ~^f /. .r -r- ^ ~ o. 

Les transformations du groupe r^, au contraire, échangent ces droites 
entre elles. Le groupe en >., conjugué du groupe Fa, est engendré par les 
trois transformations infinitésimales 

qui correspondent respectivement à X4/, X5/, Xg/. 

De ce que le groupe conjugué est un groupe à trois paramètres résulte 
ce fait, que nous utiliserons à l'instant : 

Etant donnés deux couples quelconques (D,, D',) et (Dj, D^) de gé- 
nératrices D, // existe toujours une transformation du groupe Fj {et 
même une infinité simple) qui transforme D, en D, et D^ en D'^. 

Cela posé, revenons aux complexes II de première espèce. 

8. Complexes H de première espèce. — Un de ces complexes est com- 
plètement déterminé quand on donne la surface singulière S, les deux géné- 
ratrices doubles de Thomographio et le rapport anharmonique k qui carac- 
térise rhomographio. 

Théorème. — Les complexes H de première espèce, qui correspondent 
au même rapport anharmonique , dérivent tous, par une transformation 
homo graphique, de Vun quelconque d'entre eux^ par exemple du com- 
plexe déterminé par les tangentes aux courbes intégrales de Inéquation 

( VH) {dz 4- Jr dr — y dx)* -r 4// (v dz — z dy)dx — o. 

En effet, considérons un quelconque de ces complexes et effectuons une 
première transformation homographique qui transforme la surface sin- 
gulière du complexe en la surface suivante 

Le complexe transformé est un complexe de même espèce ayant pour 
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surface singulière £. Soient alors 

(D) J--^> "kx -^ ZzriO 

les équations des génératrices liées par une homographie. Par une seconde 
transformation homographique, qui n^altère ni la surface 2, ni l'ensemble 
des droites D, nous pouvons, comme on a vu, amener les deux génératrices 
doubles à coïncider avec les génératrices correspondantes aux valeurs X=o 
et X = X). Au complexe H transformé correspond alors une homographie 
définie par une équation de la forme 

La condition pour que la droite 

X —.az -\- p, y--bz-\-q^ 

coupe la droite D est exprimée par l'équation 

aX'-h >.(i -r- bp — aq) — 7 -— o : 

donc l'équation du complexe est 

{i-\- bp — aqY^ik -^ - 4- 2 j a^ = o 



OU bien 



(i-f-6/> — oqY -\- lihaq z^ Of où t^h^=^ k -\- -r -\- 2, 



Le complexe représenté par cette équation est précisément celui des tan- 
gentes aux courbes intégrales de l'équation (VII). Le théorème est donc 
démontré. 

De la définition d'un complexe H de première espèce résulte immédiate- 
ment qu'il admet un groupe homographique à quatre paramètres. En effet, 
considérons, pour fixer les idées, le complexe H défini par l'équa- 
tion (VII). 

Ce complexe admet évidemment toutes les transformations homogra- 
phiques qui laissent invariante la surface du second degré £ et les deux 
génératrices doubles de l'homographie. Or les transformations du grouper, 
laissent, comme on a vu, chaque génératrice D invariante; donc le com- 
plexe admet le groupe r, . En outre, la seule transformation infinitésimale 
de Tj, qui laisse invariantes les génératrices doubles (X = o, X = 00), est la 
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transformation inlînitésimalc X4/ qui a pour conjuguée 

donc le complexe H considéré admet le groupe défini par les quatre trans- 
formations infinitésimales 

^iy> ^2/» ^3/» ^4y« 

Nous avons vu, d'ailleurs, que ce complexe n'admet pas de groupe d'ordre 
plus élevé. 

Ainsi, pour former le groupe d'un complexe II de première espèce, il 
suffit de déterminer les transformations homographiques qui laissent inva- 
riantes la surface singulière du complexe et les génératrices doubles de 
riiomographie correspondant au complexe. 

Si, dans l'équation (VII) qui contient déjà un paramètre A, on effectue 
la transformation homographique la plus générale, on obtient l'équation du 
complexe II le plus général. Cette équation contient à la vérité seize para- 
mètres; mais, comme le groupe de l'équation est à quatre paramètres, douze 
seulement sont essentiels. 

Cas particulier. — Si 

k "_ I , d'où h=: i, 

c'est-à-dire, si chaque génératrice est à elle-même son homologue, le com- 
plexe (VII) est celui des tangentes de la surface S. Ce complexe admet 
évidemment le groupe à six paramètres G : donc il admet également un 
groupe à dix paramètres. 

Remarquons d'ailleurs que, si l'on ellbctue dans l'équation (VII) la trans- 
formation homographique 

a-' -H t'y' ^ _ y — iy' « -h z' 

'V ; f— ) y — : ^— j Z -. ^ j 

L — w c — Z l — -^ 

on obtient un complexe II de même espèce, défini par l'équation {voir 
p. 100) 

dz' -\- y (iy - f dx'f -f- h{dx' -t- / dz ■-- z' d/y -i- /i{dy -h z' dx — x' dz'y'=:L o. 
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La surface singulière du complexe est la sphère 

On retrouve alors ce résultat de M. Ivlein (* ) : 
U équation 

{dz -f- X dy — y dx'Y -\- (dx -h y dz — zdy^-i- {dy -^ zdjc — x dzY^=: o 

définit le complexe des tangentes à la sphère 

X- -h y* -f- 5* -H I == o. 

Nous verrons plus loin par quelle transformation ponctuelle cette équa- 
tion se change en la suivante 

9. Complexes H de seconde espèce. 

Théorème. — Tous les complexesW de seconde espèce dêriK^ent^ par une 
transformation homo graphique y de l'un quelconque d'entre eux, par 
exemple^ du complexe défini par l'équation 

(VIII) {dz -hxdy —ydxy -h !\{dx -\- y dz — zdy)dx - o. 

En effet, considérons un complexe quelconque II de seconde espèce et 
effectuons encore une transformation homographique qui le change en un 
complexe ayant pour surface singulière 

(2) ./-v-hc— o. 

Soient alors 

(D) y h lx-\-z—o 

les équations des génératrices, qui sont liées par une homographie. 

Une seconde transformation homographique, n'altérant ni la surface £, ni 
l'ensemble des droites D, permet, comme nous avons vu, d'amener le 
rayon double unique de Thomographie à coïncider avec la génératrice cor- 
respondante à >. = oc. 

L'homographie qui correspond au complexe II transformé est alors défini 
par une équation de la forme 

a' — a" = 2 A-, k ^ o. 



(>) Klein, MathemalUche Annalen, t. V. 

Fac. de T. — V. j{. la 
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CHAPITRE IX. 

SUR LES CARACTÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS CANONIQUES. COURBES 
GAUCHES QUI ADMETTENT UNE TRANSFORMATION IIOMOGRAPHIQUE 
INFINITÉSIMALE. 



Les caractéristiques des équations canoniques appartiennent à la famille 
des courbes gauches, étudiée par MM. Sophus Lie et Klein, qui admettent 
une transformation homographique infinitésimale ( *). Je me propose, dans 
ce Chapitre, de classer ces courbes et d'indiquer ensuite la catégorie à 
laquelle appartiennent les caractéristiques d'une équation canonique don- 
née. La méthode que je vais suivre est la généralisation de celle qui a été 
indiquée par ^L Sophus Lie pour la détermination des courbes V planes 
(^voir page 66). 

1. Soient x,, x,, x,, .r» les coordonnées homogènes d'un point quel- 
conque de l'espace . 

Une transformation homographique infinitésimale quelconque est définie 
par le symbole 

A = I / = I 

Cette transformation infinitésimale (et, par suite, le groupe à un para- 
mètre qu'elle engendre) laisse invariants des points (x,, x.^, x,, x^) et des 
plans (a,, Mj, m„ a») de l'espace. Ces points et ces plans sont définis par 
les équations (^) 

4 

2 ^ki^^i — ^-rk'i / - 1 , 9., 3, 4, 

1=1 

2 oii^n — '>i'ij I = f , 2, 3, 4, 



*(>•)= 



«Il ^ 


«lî 


«13 


«14 


^tl 


«M — >. 


«« 


«Î4 


«31 


«3Î 


«31 > 


«34 


«41 


«;î 


«*3 


«44 > 



= o 



(*) Comptes rendus de V Académie des Sciences (1870). 
(') Transformat ions gruppen (\. I, p. 58o, 58 1, elc). 
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Remarquons qu'à une racine X qui n'annule pas les mineurs du troisième 
degré correspondent un seul point invariant et un seul plan invariant. 

Cela posé, à l'égard de ces points et de ces plans invariants, nous allons 
démontrer les théorèmes suivants : 

Théorème I. — Tout point im^aviant correspondant à une racine X de 
Véquation 



TbihT 



(0 



*(/.)- o 



se trouve dans tout plan invariant correspondant à une racine X' diffé* 
rente de X. 

En effet, soient 
(a) ^^cii,iXi-.\xk, /' = i,2, 3, 4 

les équations qui déterminent les points invariants correspondant à la ra- 
cine X, et soient 



(3) 



^^CLi,iUi, — \' Ui, ^r=I, 2, 3, 4 



un 



II 



I *. 



les équations (|ui déterminent les plans invariants correspondant à la ra- 
cine X'. 

De l'équation (V), on déduit 



et, par suite». 



ou bien 



ou encore 



221 ^''' "^^^' ~ ^'2 "'' ' 



i A 



k i i 



{/ 



•' — ''•) 2 "'•'*'-'" ^• 






r 



Comme X' est différent de X, cette égalité exige que 



2" 



/./•/ — O. 



Ce (ju'il fallait démontrer. 
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Théorème II. — Soit X une racine de V équation 

(i) <I>1/.)---. o, 

qui n^ annule pa^ tous les mineurs du troisième degré. Pour que le point 
invariant qui correspond à cette racine se trouve dans le plan inç'ariant 
correspondant à la même racine ^ il faut et ilsuffit que la racine X soit 
une racine multiple. 

Il est clair que nous pouvons, sans particulariser la question, supposer le 
point invariant M au sommet {x^ = o, x-^ = o, x^ = o) du tétraèdre de ré- 
férence, c'est-à-dire 

Le plan invariant P correspondant à cette racine est déterminé par les 
trois équations 

(2) < a„M| -h (a,, — X) Wj-f- ATî,//, -ha^iU^-O > a^^=:'k. 

Ces équations ne déterminent effectivement qu'un plan invariant, car 
il résulte de l'hypothèse faite sur X que les déterminants du troisième degré 
du Tableau des coefficients ne sont pas tous nuls. En outre, si D,, D^, D,, 
D4 désignent les déterminants du troisième ordre, obtenus en supprimant 
successivement la première colonne, la deuxième, . . . , les coefficients i/^, 
u^y </,, Uj^ du plan invariant 

(P) Ui JCi H- itijr^ 4- //s^s H- if^^T^ — o 

sont déterminés par les équations 

Gela posé, pour que le plan (P) passe par le point (M), il faut et il suffit 
que 

ou bien 



1)4 = 



a,, — > a^i a^i 

«lî «ît — X «Î3 



T^O. 
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Cette égalité exprime précisément que X est une racine, multiple de 
l'équation (i). 

Je vais maintenant démontrer un troisième théorème, qui nous permettra 
de diminuer considérablement le nombre des cas à distinguer dans la re- 
cherche des courbes V de Tespacc. 

Théorème III. — Si l'équation en X admet une racine qui annule tous 
les mineurs du troisième degréy chacune des courbes qui admettent la 
transformation infinitésimale \f est une courbe plane. 

En effet, les courbes qui admettent la transformation infinitésimale X/ 
sont déterminées par les équations différentielles 



(I) 



~dt 



li. 



I =1 I, 2, 3, 4 • 



Supposons qu'une racine X de l'équation en X annule tous les mineurs du 
troisième degré, et cherchons une intégrale particulière du système (i) 
ayant la forme 

xr--- 4/^^ <=i, 2, 3, 4; 

les constantes A, sont données par les équations 



(«1, — X)Ai -+-a,,Aj 4- a, 3 A3 4- «14 A4 =0, 
flfji A| 4- («îj — ^) Aj -+- eijs A3 H- ciuki - 
flr,, Al -+-flr3,A, -h(flr33 — X)A3 4- «34 A4 
«41 A, -h «4, Aj-f «^43 A3 4- (rt4v — ).)A4 = 0, 



— 0, 



= 0, 



Eu égard à l'hypothèse faite sur X, ces équations admettent certainement 
deux solutions distinctes 

A, = a/, A| — (3/, £ — 1,2,3,4. 

Si donc on désigne par a, 6, c, d quatre constantes arbitraires, l'inté- 
grale générale du système (i) a la forme 

Xi = {aoci-h 6(3/) e^'4- c,o(t)-^ di^(l)y 

OÙ Ci et di désignent des fonctions linéaires de c et d. 

Considérons une courbe intégrale correspondant à des valeurs détermi- 



SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. B.II9 



nées de a, 6, c, rf, il est clair que cette courbe est située dans le plan 



««3 -r b% 



Cl 

c-, 



d, 
di 
d. 



JC, 



^N 



%JC "x 



X, 



=: O 



Ce qu'il fallait démontrer. 

Les courbes V planes ayant déjà été déterminées, nous pourrons, dans la 
suite, supposer que l'équation en X n^ admet pas de racine annulant les 
mineurs du troisième degré. Nous commencerons par démontrer que 
toutes les transformations X/, satisfaisant à cette condition, sont sem- 
blables homographiquement à cinq d'entre elles. 

2. Soit X/une transformation liomographique infinitésimale et suppo- 
sons que l'équation X n'admette pas de racine annulant les mineurs du 
troisième degré. Je vais étudier successivement les cinq cas suivants : 

Premier cas. — L'équation enXa quatre racines simples : X,, X^, Xg, X,. 

Les théorèmes I et II montrent que les quatre points et plans invariants 



/ 




\ 



!>• 



\ 



-•i 



\, ■' 



X 



« 
R 



forment un tétraèdre ABCD {fig- 7). La transformation X/ est alors ho- 
mographiquement semblable à 

qui laisse invariant le tétraèdre de référence. Cette transformation est 
d'ailleurs équivalente à 
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et, par suite, à 

(Les droites invariantes, qui correspondent à X/, sont les arêtes du 
tétraèdre.) 

Deuxième cas. — L'cquation en X a deux racines simples, X, et X,, et 
une racine double, X3. 

Les mêmes théorèmes I et II montrent que : 

I® A la racine double correspond un point invariant (G, D), et un plan 
invariant P passant par (G, D) [/ig- 8 (*)]. 




2^ Aux racines simples X, et X^ correspondent respectivement des points 
invariants A, B situés dans P, et des plans invariants BGL, AGL, formant 
avec le plan P un véritable trièdre. 

On peut dire que la figure formée par les points et plans invariants est 
un tétraèdre ayant deux faces confondues. 

Soit O un point quelconque de GL. En effectuant une transformation ho- 
mographique convenable, on peut faire coïncider le tétraèdre de référence 
avec OABG. Soient 

(OBC) .r,r=o, (OAC) x,— o, (OAB) ^3=0, (ABC) x^ — o 

les équations des faces. La transformation infinitésimale X/ prend la forme 



(1) Dans cette figure et les suivantes, les droites dessinées en traits pleins sont les droites 
invariantes. 



SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. B.I2I 

Comme, par hypothèse, la racine X^ irannulo pas les inineiirs du troi- 
sième degré, on doit supposer 

IX A o. 

X/ est semblable, homograpliiquemenr, à la transformation X'/, ou a la 
transformation équivalente 

Cette dernière est sembhiblc à la transforma lion 



^ f àf df df 



. > 



il suffît, pour le voir, de remplacer dans \\f la variable r^ par — ^i^S 

ce qui revient à déplacer le point O sur la droite CL. 

(Les droites qui admettent la transformalioii infinitésimale X/ sont ici 
les arêtes du trièdre C et la droite AB.) 

Troisième cas. — L'équation en X a deux racines doubles, A, et Xj. 

A ces racines correspondent respectivement doux points invariants (A, B) 
et (C, D), et deux plans invariants passant par AC {fi g- 9). 

P'ig- 9- 
r..i> 



Oi^ 



\ >*•» 




\.B 



Soit 0| un point quelconque du plan correspondant à X^, et soit, de 
même, O, un point situé dans le plan correspondant à X^. Par une trans- 
formation homographique convenable, on peut faire coïncider le tétraèdre 
de référence avec le tétraèdre O, O3 AC. Soient 

(0,AC) ^, = 0, (0|0,C) x^-^o, (0,0,A) .rj-o, (ACOj) ^^=0 

les équations des faces. La transformation X/ prend alors la forme 

•^ da?, f/r, d/'j * dx^ 

Fae, de 7*. — V. B.16 




-**■ 



-' Tt. r.< -iiinnlant les mi- 



1' 



n*.* <\\i plan 
' K. 'in point 



^ .' ;M*n r, = o. 



•.-- .nva- 
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ment, à X,/. (Les droites invariantes, qui correspondent à X/, sont au 
nombre de trois.) 

Quatrième cas. — L'équation eu A a une racine simple X|, et une racine 
triple Xj. A la racine triple correspond un point invariant (A, B, C) et un 
plan invariant passant par ce point (théorème II). A la racine X^ corres- 
pond un point invariant D situé dans le plan précédent, et un plan inva- 
riant passant par A, mais non par \)(voir théorèmes I et II). 

Soient 0,0a A ^^ ADOj les deux plans invariants {fig- lo). Par une 

Fig. 10. 




\,B«c 



transformation homographique, on peut faire coïncider le tétraèdre de ré- 
férence avec le tétraèdre AOjO^D. Soient 

(0,0,A) J73 — o, (ADO,) ^'; — o, 
(AO,D) x, — o, (OiOjD) x,i=:o 

les équations des faces. La transformation X/ prend la forme 

et, en outre, 

car, par hypothèse, Téquation en X n'admet pas de racine annulant tous les 
mineurs du troisième degré. 

Si Ton remplace x, para?, -h olXj^ (ce changement de variables équivaut 
à une rotation du plan O, AD autour de AD), a étant une constante conve- 
nablement choisie, la transformation précédente prend la forme 

^ àf , . ^ df ^ âf ^ df 
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OU la forme équivalente 

Les trois coefiicienls 0,4, «sm A, — X^ étant différents de 7 
déterminer a, ^, de manière que la transformation X"'/' devio 

quand on remplace x, et x^ respectivement par a-r, et ^x^. 

Donc, dans ce cas, la transformation Xy est réductibl»' 
(par une substitution homographique). Les droites qui a 
formation infinitésimale Xy se réduisent ici à deux. 

Cinquième cas. — Uéqualion en \ a une racine qu 
cette racine correspond (théorème II) un point invaria' 
un plan P invariant passant par ce point {fig- î)- On 

Fig, II. 
4,iu:,i> 



(' 



o *- 



\ / 
/ 



H 



1 



parmi les droites du plan P qui passent par A, 
une AR qui admet ia transformation inGuitc> 
efTectuons une transformation homographique ( : 

avec le plan iu variant P« le point 

^-| = o, U-^ =: O, 



^M Onîa rt'5-jhe îuioj'rJialemeot de ce qu'un p:rou 
Uifs^e ÎD^ariaT.t un |.''oînt au moins • de i'a\e des ./*. 
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avec le point invariant A, et la droite 

avec la droite AK. Alors la transformation X/ prend la forme 

-h (aaiA-, -+- «M^j-r Al J?a4- ^34-^*) ^ "H A1X4 ^ 

OU la forme équivalente 

En outre, pour une raison déjà donnée, on doit avoir 

Je vais démontrer que la transformation X'/ est semblable, homogra- 
pliiquement à celle que Ton obtient, en supposant les trois coefficients a,,, 
rtai, a,2 égaux à l'unité et les autres nuls. A cet effet, remplaçons dans X'y 
la variable x^ par x^-\- olx^ -+- ^x.^. En choisissant a et ^ convenablement, 
on arrive à mettre la transformation sous la forme 

Effectuons un nouveau changement de variables hoinographique ; rem- 
plaçons x^ par X| -h pa:,, où p est donné par 

La transformation infinitésimale précédente devient 

àf ùf df 

Enfin remplaçons x-,, x^i x^ respectivement par aa;,, [îa;^, Y^4 ; en choi- 
sissant a, P, Y convenablement, on parvient à la transformation suivante 
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Ainsi la transformation considérée \f est, dans le cas actuel, sem- 
blable à la transformation X5/. (La transformation X/ laisse invariante 
une droite et une seule.) 

En résumé, une transformation homographique infinitésimale (de l'es- 
pace à trois dimensions), pour laquelle l'équation en X n'admet pas de 
racine annulant les mineurs du troisième degré, est semblable homog^a- 
phiquement à l'une des cinq suivantes : 



(«) 



(2) 



(3) 



(4) 



(5) 



X,/ = 



_. àf 



X 



x,/ 



-- X 



' dx, 

M. 
' dx. 



. àf 



mxt , 
ux^ 



P^h 



. àf 



ôx- 



àf df 



dXf 



àx^ 



\f-T ^f -^(^' A-r^^-f A-x ^^ 



_. <^f 



X*/— X4 



dxi 
àf 



j; M. j. AL 

àx2 dx^ 

àf ^ .. àf 



''••^^^^di;-^-^'^:!;;-*-^'^:^' 



qui s'écrivent en coordonnées non homogènes de la manière suivante : 



(•) 



(2) 



(3) 



(4) 



(3) 



àf 



^'^^"'tx^"'ydy 



àf ^ àf 



àz 



X,/ = 



X»/ 



x»/= 



àf àf df 

àf , sàf àf 

àx ^ ày Os 

àf àf df 

ojc oy az 



\ f= ^-hX^+ ^^ 



àl 
dx 



m^p-pi\^ mpyZ^Oy 



nijéOf I , 



3. Courbes gauches qui admettent une transformation infinitési- 
male homographique. — D'après ce qui précède, nous pouvons affirmer 
que toute courbe gauche, admettant une transformation homographique 
infinitésimale, est une transformée homographique d'une courbe admettant 
Tune des cinq transformations infinitésimales canoniques. 

I® Cherchons d'abord les courbes qui admettent la transformation in fi- 
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nitésimale X,y, ces courbes intégrales de 

dx dy _ dz 

X my pz 

c'est-à-dire les suivantes 

Donc : 

Toute courbe gauche admettant une transformation infinitésimale 
homographique de la première classe est une transformée homogra- 
phique de la courbe gauche 

y --. x"% z ^1^ xP m^ pyiïy mp ^ o. 

2® De mêmey toute courbe gauche admettant une transformation 
infinitésimale homographique de la deuxième classe est une trans- 
formée homographique de la courbe gauche 

yzzLX'^y z-=zS^Xy m-^o et i. 

3® Toute courbe admettant une transformation infinitésimale de la 
troisième classe est une transformée homographique de la courbe 
gauche 

yzzixi^x^ z^=.ii!^x 
OU 

y r= xz^ X -=^6^, 

4^ Toute courbe admettant une transformation infinitésimale homo- 
graphique de la quatrième clause est une transformée homographique 
de la courbe gauche 

y — Ja7% z — tf*. 

5** Enfin la famille des courbes ^ qui admettent une transformation 
homographique infinitésimale de la cinquième classe, est formée par 
les transformées homo graphiques de la cubique gauche 

V --■" JL T** " — ■ -- r*^ 
y _._ 2 **• > -^ 6 ** • 

Nous allons voir que cette famille est celle de toutes les cubiques 
gauches de l'espace. 

Ainsi les courbes gauches qui admettent une transformatioa homogra- 
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phique infinilésimale, courbes que MM. Sophus Lie et Klein ont appelées 
courbes V, peuvent être partagées en cinq catégories essentiellement dis- 
tinctes. Je me propose d'examiner maintenant combien chacune de ces 
courbes admet de transformations homographiques infinitésimales. Aupa- 
ravant, je ferai quelques remarques au sujet des courbes V de la première 
classe. 

4. Remarques relatwes aux courbes V de la première classe. — Ces 
courbes sont les transformées homographiques des courbes, en nombre 
doublement infini, représentées par les équations 

Nous représenterons par le symbole (a, p) la famille des courbes qui 

correspondent aux valeurs 

/// ---: a, p ? 

des exposants m et /;. L'identité de deux familles (a, [5) et (a', jî') sera 
exprimée par l'égalité 

(a, (3)rr.(a', P'). 

Si Ton effectue, dans les équations (r), successivement les transformations 
homographiques suivantes : 



x' .r. 


y --. 


=' J. 


x' — y, 


y — .r. 


Z'.-Z, 


X 


y' •^ 


X 



on aperçoit que 

(a) ( m, />) = (/?, m ) = ^^ , ^^ j - (i — m, I — />). 

Cela posé, cherchons les familles (//z, p) composées de courbes tracées 
sur des surfaces du second degré (non décomposables). 
Soit 

f{x,y, z)=kx^-^k'y' 4- K'z^ 

m 

l'équation d'une surface du second degré passant par la courbe 

(i) yr-x^y z:=xf', m^p^iy mp^/?p£o. 
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Alors on a ridentitc 
qui exige que deux des dix exposants 

o, ï, 2, py m, /?H-i, m 4-1, m -h p, 2p, 2 m 

soient égaux, c'est-à-dire que Ton ait (au moins) une des égalités 

Im-= — I, /W=z2, m=rl, W4-I=2/?, m-hp^=2, n}r=:'xpj 

(4) 

( 77? - yy H- I . 

Donc, si une famille (m, />) est composée de courbes tracées sur des sur- 
faces du second degré, on peut affirmer que Tune des égalités précédentes a 
lieu. Remarquons maintenant qu'en vertu des relations (2), toute famille 
(m,/>) pour laquelle une des égalités (3) a lieu est identique à une famille 

{m',p') pour laquelle 

m' =: 2. 

De même, toute famille (m, p) pour laquelle une des égalités (4) a lieu 
est identique à une famille (m', p') pour laquelle 

Ainsi chacune des familles cherchées peut être représentée par un des 
deux symboles 

F, = (2,/i), Fi = {m,m -f-i). 

La réciproque est évidente : une courbe d'une famille F, est tracée sur 
une surface conique (ou cylindrique); une courbe d'une surface Fj est tracée 
sur une surface du second degré de la classe générale. 

On peut se demander quelles valeurs il faut donner k p cl m pour que 
chacune des courbes considérées soit tracée sur deux (et par suite sur une 
infinité) surfaces du second degré. 

Considérons d'abord les courbes d'une famille (2, /;). Soit 



(5) /(.r, y, :;)= A.r* 4- A V-h ..^\)--- o 

Fac. de T. — V. lî.iy 
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l'équation d'une surface du second degré passant par la courbe 

(6) y=r^y z — xPy /?^o, 1,2. 

Les coefficients àç f{x^y^ z) sont déterminés par l'identité 
Si les nombres 

o, I, 2, 3, 4, /?, />-i-i, />4-2, 2/> 

sont tous distincts, c'est-à-dire si aucune des égalités 

(7) p — —'>'y /?— -ï, P — k* P—h /' = 3, /> = 4 

n'a lieu, forcément il n'y a qu'une surface du second degré passant par la 
courbe considérée, à savoir 

Si au contraire une des égalités (7) a lieu, la famille (2, />) est identique, 
en vertu des relations (2), à l'une des deux familles 

?1=(2,3), 9,= (2,4). 

Dans le premier cas, la famille se compose de cubiques gauches; elle 
contient même, comme nous le verrons, toutes les cubiques gauches. Dans 
le second cas, la famille se compose des transformées homographiques de la 
biquadra tique à point de rebroussement 

y ■—. .?;', z = .r* OU y ^ x^, y' =r z 

et contient, comme nous le verrons aussi, toutes les biquadra tiques à point 
de rebroussement. 

Considérons maintenant les courbes de la famille (m, m -f- 1). Soit encore 

l'équation d'une surface du second degré passant par la courbe 

(8) yz-.r'", z = x"'^\ ,n ^—1,0,1. 

Les coefficients de/(.z', y, z) sont déterminés par Tidentité 

o rrr Ax^-^A'.v^'" 4- A^r*'"-^» 

-h 2B.r""-^»-h ^B'.r'"^» ^- 2B\r'"+»-f- 2C.r -^ ^Cx"* -h i^C/x'^-^^-hï) 
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Si les nombres 

o, I, 2, /w, m 4-1, /// -h 2, im, ini-\-\j im-^-i 

sont tous distincts, c'est-à-dire si aucune des égalités 

(9) 771 =: — 2, W =: — .J, m z= J-, m := 2 

n'a lieu, il n'y a qu'une surface du second ordre passant par la courbe consi- 
dérée, à savoir 

Si, au contraire, une des égalités (9) a lieu, la famille (m, 7?i -4- 1) est iden- 
tique, en vertu des relations (2), à la famille (2, 3), c'est-à-dire la famille 
des cubiques gauches. 

En résumé, les familles (m, p) qui se composent de courbes tracées sur 
des surfaces du second degré se partagent en ([uatre catégories : 

La première comprend les cubiques gauches. 

La seconde comprend les biquadratiques à point de rebroussement. 

La troisième comprend les familles (2, p) qui se composent de courbes^ 
dont chacune est tracée sur une surface du second degré et une seule, 
la surface étant conique. 

La quatrième comprend les familles (m, m 4- 1) dont chaque membre 
est tracé sur une surface du second degré et une seule y la surface appar- 
tenant à la classe générale. 

Enfin remarquons que les courbes de la première et de la quatrième caté- 
gorie constituent la famille des transformées homographiques des loxodro- 
mies de l'espace. En effet, les courbes des deux catégories considérées 
peuvent être obtenues en appliquant toutes les transformations homogra- 
phiques aux courbes suivantes 

. j — Aj?"S z=z\x'"-^^, m^o,i,— I, 

c'est-à-dire aux courbes définies par 



(0 I m-i 



m -h I 



dz -^zx dy — y du\ 
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L'ensemble des transformées homographiques de la cubique gauche 



JC^ J?' 



•^2 6 

se compose de toutes les cubiques gauches de l'espace. 

Troisième cas. — La courbe (i) est une biquadra tique à point de re- 
broussement. Nous avons vu qu'elle est alors une transformée homogra- 
phique de 

(4) y = ^^y Z =^JCK 

En répétant sur ces équations les calculs et raisonnements qui précèdent, 
on voit d'abord que la courbe (4) n'admet qu'une transformation homo- 
graphique infinitésimale, ensuite que l'ensemble des transformées homogra- 
phiques de (4) se compose de toutes les biquadra tiques à point de re- 
broussement. 

Quatrième cas. — La courbe (i) est tracée sur une surface de second 
degré S et une seule. 

La courbe est alors {voir n*^ \ ) une transformée homographique de 

(5) y — ^^y Z — JL'i'y K 

^ />^— 2, — I, ^, f, 3, 4, 

ou de 

i m ;^ — I , o, I , 

(6) y=zx'-, zz=zj'y, j^ ^ ^ 

Remarquons d'ailleurs que, si une transformation homographique laisse 
invariante la courbe considérée, elle laisse également invariante la siu'face S, 
En effet, si elle transformait S en une autre surface S', la courbe en question 
serait l'intersection de deux surfaces du second degré, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 

En ayant égard à cette remarque et aux inégalités (5) et (6), on trouve 
facilement que la courbe (i) n'admet qu'une transformation homographique 
infinitésimale. 

Passons aux courbes V de la seconde classe, c'est-à-dire aux transformées 
homographiques de la courbe 

(i) y — ^"'f ^ = -<l^, m^o,i. 
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Soit Xyune transformation infinitésimale (homographi(iue), qui laisse 
invariante cette courbe. Les relations 

doivent être vérifiées en chaque point de la courbe (i) : donc on doit avoir 
les deux identités en x 

(2) \ 

En égalant les coefficients de i^x^ dans les deux membres de Tidentité (5), 
on trouve 

d'où 

(a) />3 — o, ^3—0, i'i=o, 

car, par hypothèse, 

m z/: o, m^.\. 

L'identité (3) donne de même 

ou 

ce qui exige que 

Les identités (2) et (3) deviennent alors 

De là on déduit, eu égard aux hypothèses faites sur m, 
et, par suite. 
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d'où 

c'est-à-dire 

(y) Ao=^"C, = o, 

ce qui entraîne les égalités 

(3) rto = flrj=:0. 

Les relations (a), (^), (y), (S) donnent 

La courbe (i) n'admet donc que la transformation homographique infi- 
nitésimale 

V . df ôf df 

•^ ().v ' (^v àz 

Remarque. — Parmi les courbes V de la deuxième classe se trouvent les 
transformées homograpliiques des hélices de Tespace. Ceci résulte de ce 
que la courbe 

(C) ^J-ï, ^:=eS 

qui correspond à m = — i, se transforme, par la substitution linéaire 



.r r= x' -f- iy, Y = .r' — / j', z =1 iV 



9 



en la courbe suivante 

x' = cos9, r'=sin9, 5'= 9, 

qui est évidemment une hélice. 

Considérons enfin les courbes de la troisième et de la quatrième classe. 
Ces courbes sont les transformées homograpliiques de la courbe 

OU do 

Des calculs identiques à ceux qui ont déjà été faits plusieurs fois mon- 
trent que chacune de ces courbes n'admet qu'une transformation homogra- 
phique infinitésimale. 
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Quant aux courbes V de la cinquième classe, elles ont déjà été étudiées; 
car les cubiques gauches appartiennent aussi à la première classe. 

En résumé, toute cubique gauche admet trois transformations homogra- 
phiques infinitésimales. Les cubiques gauches sont les seules courbes gau- 
ches admettant plus d'une transformation homographique infinitésimale. 

6. Caractéristiques des équations canoniques, — Nous avons déjà vu 
que les caractéristiques des équations canoniques (I), (II), (III), (I^) sont 
des droites. Je me propose maintenant d'indiquer la nature des caractéris- 
tiques des autres équations canoniques. 



Caractéristiques de l'équation 

dz ^xdy — ydx _(dy\'' 
^^ dx ~\dx) ' 

Supposons d'abord 



n -^ — I, o, I, 2 



n :/z i, 



Les caractéristiques sont alors données par les équations {voir p. 79) 



^ I / IXX"^ (XY 

^ m {m — 1)\ n J n 

' m — 1\ n J n 



Y z — xy 



'^ ' in — I m — I 



m nr ou n 



n — I m — 2 



Considérons, en particulier, la caractéristique correspondant aux va- 
leiurs 

a = |3 = y ziz o. 

Elle a pour équations 



n 



(Co) (2/1 — i)« = x/, ^=zA:j7«-» avec Xr= (-j 

En lui appliquant toutes les transformations du groupe G de l'équa- 
tion (V) {voir p. 81), on obtient toutes les caractéristiques de Téqua- 
tion (V). Or on voit que la courbe C© est une courbe V de la première classe 

et de la famille ( ^ > —^ — h i ] {voir p. 128). Donc les caractéristiques 

sont des courbes V de la première classe. Examinons si ces caractéristiques 
peuvent être des cubiques gauches; il faut, pour cela, que Ton ait une des 

Fac.deT, — y, B.l8 
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cgalilés suivantes (j). i3i) : 



n '* _ ' '^ ' ^ 



n — I n — I 'x n — i 2 n — i 

Les deux dernières éj^alités sont impossibles, eu égard aux hypothèses 
faites sur //. 

Les deux premières sont équivalentes aux suivantes : 

Ainsi, pour que les caractéristi([ues de l'équation (V) soient des cubiques 
gauches, il faut et il suffit qu(» 

ti -. \ ou n — J. 

Dans tous les autres cas, les caracléristi([ues sont des courbes V de la 
première classe et de la qualrième catégorie {voir\^, i3i). On peut dire que, 
dans tous les cas, les caractéristiques sont des transformées homographi- 
(jues d'une loxodroniie. 

Remarquons d'ailleurs que les deux équations 



I 



dz -\- X dy — V dx / dy \ •* dz -h x dy — y dx 

dx ~ V^^-'v ' ^^ 



~'\dx) 



sont homographiquement semblables, car la somme des deux exposants est 
égale à l'unité {voir la note p. 82). 
Soit maintenant 



n --- \ . 



Les caractéristiques sont alors (p. 80) données par 

!^ — %(z-xy)- K%y- L(a-+-8j7), y -^^- iy ^ —±-— — o. 

Connue précédennneni, il suffit, pour étudier la nature de ces courbes, de 
considérer une caractéristi(|ue particulière, par exemple 

16./J -t- 1 -3 o, 8c-hLxi=:o, 
qui est une transformée homographique de 
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Donc les caractéristiques sont des courbes V de la deuxième classe et en 
particulier (^t^oir p. i3()) des transformées liomographiques d'une hélice. 

Caractéristiques de V équation (VI). 



€l\ 



(VI) ^I^±.^J^-Lyd-^.-_e-<'. 

Si Ton se reporte au calcul qui a été fait (p. 80), on voit que les carac- 
téristiques de cette équation sont rej)résenlées par 

i F (a -h ix) — 2v(a -i- '>.-r) -- o.z -i- xxy r— 3, 
f F' (a 4- 2 ^ ) — 2 y •= y . 

Ces courbes peuvent être considérées comme obtenues en appliquant les 
transformations du groupe de Téquation (VI) à la caractéristique particu- 
lière Co, 



.r-»- V 



Or cette dernière est une transformée homop^raphique de Thélice 

.r, =cos9, j, = 9, 3, — sin9; 

il suffît, pour le voir, de poser 

I . t\z .r 4- 1' 

IX X r 

On voit donc que les caractéristiques de l'équation (VI ) sont aussi des 
transformées homographiques d'une hélice. 

Caractéristiques des équations canoniques (VII) et (VIT). — Consi- 
dérons d'abord l'équation 

(VIF) {dz-^xdy — y dxy -\-!\h{y(lz — zftr)dx ^^o, // — o, i. 

Les caractéristiques de cette équation peuvent être représenté(»s (l'hoir 
P- 94), 



(0 ^- 



-— — ( ) =p, ^^ ^*-H —y, 4/^(/^— i) = //(2w— i)-. 

y-HXï \ay-+--/ cf.y-^z <x — x 
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TABLEAU DES ÉQUATIONS CANONIQUES. 



(I) dx* + dy*-rdx^ — o, 

/i,^ (dvY dz 

(111) ^-t^ 

(VI) ._^-_:^.-, 

(VII) fl {dz ■^- xdy — y dxy -+- {dx -h 7 ^:; — 5 dy)^ h- (djy H- 1; rfj: — a: dzY = o, 
(VIII ) (û?c -H .r ^K — y dxy 4- 4 dx (dx -hydz—z dy) = o. 



Note. — L'équation (VII) peut être remplacée par la suivante 

{dz-hxdy — ydxy-hf\h(ydz—zdy)dxz=o, /* ?^ o, 1 
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NOTE. 



RÉDUCTION DE PLUSIEURS ÉQUATIONS CONNUES A LA FORME CANONIQUE. TR.VNS- 
FORAIATION PONCTUELLE FAISANT CORRESPONDRE AUX TANGENTES D'UNE SURFACE 
DU SECOND DEGRÉ LES DROITES RENCONTRANT UNE CONIQUE. 



I. Comme exemple d'équalion aux dérivées partielles admcltanl un groupe, je 
clioisirai Téqualion pour laquelle les normales aux surfaces intégrales sont tan- 
gentes à une sphère (*) 

(I) (3 px r/y)* — (i-\ pi~i- (j^}{.vi -V*-.- z^-—i). ( Mongk ). 

Je me propose de montrer que cette équation dérive par une transformation 
ponctuelle de Tcquation canoni(|ue 

( I ) I -r- ^*^- y* — o. 

A cet effet, je considère l'équation associée k Téquation (i), qui est évidemment 
{ '2 ) dx^ -f- dy^ -v dz^ — {x dx -^ y dy -r- z dz)^ . 

Effectuons la transformation 

(3) a? = rsinO cosi|/, j' = rsinO sin^, 5 = rcosO. 

Inéquation (2) se change en la suivante 

dr^-\- r* i/o* -h /•» siii^O d^*- ^. /« dr^ 
ou 

(4) — / i//«-T-</0S-Hsill*0^/i;;4^ o. 



Posons 



i/l - /■* , rfo 

1 dr= -^, 



c'est-à-dire 



. I 



L'équation (4) devient 

(6) rfp»H-p»6/e«-t-p*sin»0é/';^»^ o 



( ^) Je suppose le centre de la sphère à l'origine et le rayon égal à l'unité. 
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OU bien 

en posant 

(7) 07'= p sinO cosi|/, ^'= p sinO sini|/, -8'=pcos6. 

Si donc on efl'eelue dans Téquation canonique (I) la transformation ponctuelle 



/ P / P » P 



011 p et /• sont définis en fonction de *r,^, z au moyen des relations 

ircsln--+- V'i— r* 






on trouve précisément Téqualion (2). Ce que nous voulions démontrer. 

Celte réduction de Téquation (u) à la forme canonique permet d'intégrer celte 
équation. 

Je ne parlerai pas des résultats de cette intégration, qui sont connus depuis 
longtemps. 

2. Parmi les équations, qui sont des transformées ponctuelles de 

dx^ -+- dy^ -h dz'^ = o, 

se trouvent évidemment toutes les équations du second degré non décomposables 

f(dxj dyy dz) = Xdx^-h A' dy*-^. . . = o, 

à coefficients constants. 

Cela posé, considérons Téquation aux dérivées partielles pour laquelle les tan- 
gentes aux courbes intégrales sont les normales aux surfaces homofocales 

/ X ^* J'* -2* ,,. 

(l) \- jf- 1 = l(*). 

a-hu o -h u c H- a 

Cette équation a pour associée la suivante 

(2) a dx{y dz — y dz) -h b dy(z dx — xdz) •+• c dz{x dy — y dx) = o 

ou bien 

{b — c)x dy dz -h (c — a)y dz dx -^ {a — b)z dxdy = 0f 



(>) Consulter, au sujet du complexe délerminc par ces normales, le Mémoire publié par 
M. Darbou\ dans le Bulletin des Sciences mathématiques, t. II, année 1871. 
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OU encore 

(3) (6-c)— -f-(c-a)^^-(a-6)~ = o. 

Par la transforma lion 

x'^J^x, r'=^jr, V=<z, 
Inéquation (3) se change en la suivante 

(4) . , H — -^-7--+- , , =0 ou (6 — c) dy dz' -{- {c — a) dz' dx' -i- {a — b)dx' dy' = 0. 

En vertu de la remarque que nous venons de faire, celte équation dérive par 
une transformation ponctuelle de l'équation 

dx'^-^dy^-i-dz'^=o. 

Donc Téquation aux dérivées parlielles considérée est une transformée ponc- 
tuelle de Téquation canonique 

I -+-/>* H- ^* = o. 

L'équation (2) peut aussi être considérée comme défînissant un complexe té- 
traédral, les faces du tétraèdre étant les trois plans de coordonnées et le plan de 
rinfini. Tout complexe tétraédral est d'ailleurs une transformée homographique de 
celui-là. Donc : 

Toute équation aux dérivées partielles, pour laquelle les tangentes aux 
courbes intégrales déterminent un complexe tétraédral est une transformée 
ponctuelle de V équation canonique 

I -h />*-!- ^*= o. 

3. Transformation ponctuelle faisant correspondre aux tangentes d'une 
surface du second degré les droites rencontrant une conique, — Enfin consi- 
dérons l'équation aux dérivées partielles associée à l'équation 

(i) dx*-^ dy^'^dz'^'\'{ydz — z dy)* -h (z dx — x dz)* •+- (x dy — yelx)^^ o (*). 
Les tangentes aux courbes intégrales de cette équation sont tangentes à la 

(^) Cette équation peut aussi s'écrire 

(dx-hydz-^zdy^-hidy-hzdx ^ z dxy -^ (dz -\- x dy — y dx)^ = o. 

C'est sous cette forme que nous l'avons rencontrée plusieurs fois dans ce travail (en particu- 
lier, voir p. 100). 

Foc. de r. — V. B«ï9 
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sphère 

(9.) a:^-hy^-h z^-^i = o. 

Je dis que Tcqualion aux dérivées partielles considérée dérive encore de 
IVqualion i -{- p^ -{- q^ =: o, par une transformation ponctuelle, ou, ce qui revient 
au même, que Téquation (i) est une transformée ponctuelle de Féquation 

Kn effet, effectuons dans Téqualion (i) la transformation ponctuelle 

X Y Z 

( 4 ) ^ ~ n ' ^ ~ T ' ^ ~ l]^ U = 5>( X. Y, z ), 

'^ désignant une fonction indéterminée. L^équation (i) a pour transformée 
(rfX2-{- d\* -+- rfZ«-T- €;U»)(X»-+- Y» -H Z«-h U«) -{XclX'hY dY-hZdZ-^-V rfU)«= o. 

Pour que cette équation soit identique à Téquation (3), il suffit que U satisfasse 
à l'équation 

( X*H- V*-^- Z*-+- U*) ^U*^ (X d\ -+- Y é/Y -+- Z d7. -r- U dU )* 
ou 

du =-- r//\»-+- Y*-hZ*-h Li» ; 
il suffit donc do prendre U de manière que 



c'est-à-dire 

( j ) — l 

•2 

La fonction U étant déterminée par Téquation (5), la transformation (4) change 
l'équation (1) en Féquation (2), ce que nous voulions démontrer. 

Remarque, — La transformation précédente offre ceci de curieux, qu'elle 
change les droites tangentes à la sphère {1) en droites rencontrant le cercle 
imaginaire de l'infini. Cette transformation est un cas particulier d*une transfor- 
mation plus générale, faisant correspondre aux tangentes d'une surface du secon<l 
degré S les droites rencontrant une section plane C de cette surface. Voici celte 
transformation (*). 

Considérons la transformation ponctuelle qui fait correspondre à chaque point 
M(j!', ^, 5) de l'espace les sommets m et m' des deux cônes qui passent par la 



{^) Cette transformation a été utilisée par M. Darboux dans ses recherches sur left 
cvclides. 
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conique C et la conique K inlersection de S avec le plan polaire de M {Jig- i'-*)- 
(Miette transformation jouil bien de la propriété en question. 

En effet, soit Â le pôle du plan de la conique C. Les deux points m, m' doivent 
évidemment se trouver sur Tintersection des plans tangents à la surface S aux 
points d'intersection des deux coniques C et K, c'est-à-dire sur la droite con- 
juguée de l'intersection des deux plans C et K. Or cette droite est précisément la 
droite AM : donc les deux points /??, m' se trouvent sur AM. Cela posé, consi- 
dérons une droite quelconque MN tangente en N à la surface S et faisons passer 
un plan par le point A et la droite MN. Ce plan coupe la surface S suivant une 




conique H et la conique C en deux points P et Q. Il résulte immédiatement de lit 
remarque qui vient d'être faite que les points m et m' qui correspondent à un 
point M de la droite MN doivent se trouver aux points d'intersection de AM avec 
les droites NP et NQ. On peut donc dire que la transformation considérée fait 
correspondre aux points de la droite MN les points des deux droites NP et NQ cl, 
par suite, à l'ensemble des tangentes de la surface S, Tensemble des droites ren- 
contrant la conique C. 

Supposons en particulier que la surface S soit la sphère représentée par l'é- 
quation 



(S) 



î«-hr,«-+-Ç«4-i=o, 



et que la conique C soit le centre imaginaire de l'infini. Soient m{x^ y, z) et 
M(X, Y, Z) deux points correspondants. Pour trouver les relations qui lient les 
six quantités (a;,^, z, X, Y, Z), il suffit d'écrire que la sphère de rayon nul 



(î~X)»-f-(7|-Y)»-h(Ç-Z)« = 



<> 



passe par l'intersection de la sphère S avec le plan polaire du point M, c'est- 
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FONCTIONS VOISINES DES FONCTIONS MODULAIRES. 

PAR M. X. STOUFF, 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Montpellier. 



I. 

Les substitutions dont l'expression générale est ( * ) 
où Ton a 

y»=i, e = dri, (2) «î-Ha* — 3a,a,-+-A(yÎ4-yî — 3y,y,) = c, 

jouissent de cette propriété que le changement dey en y*, ou une transfor- 
mation par la substitution (z^ — - j> produisent sur elles le même effet. A 

désigne ici un entier positif fixe. L'ensemble de ces substitutions forme par 
suite un groupe fuchsien que nous appellerons G^. On peut se dispenser de 
considérer les groupes dont le A serait divisible par un carré, car, d'après 
la théorie exposée dans un Mémoire antérieur, ces groupes pourraient se 
ramener à des groupes de même forme dont le A serait le quotient du A pri- 
mitif par ce carré. Les substitutions réduites pourraient, il est vrai, pré- 
senter des déterminants supérieurs à i, mais en tout cas limités. La forme 
quadratique 

(2) :r«-3j:7+/«=-[x(/-hy*)4-/(y'+y^)][x(/^4-/')4-7(/4-y*)i 

joue dans la théorie de ces groupes un rôle essentiel. D'abord, toutes les fois 



(1) Les résultats obtenus dans ce paragraphe ne diiïcrcnt pas essentiellement de ceux 
auxquels est arrivé antérieurement M. Bianchi. (Voir Accademia dei Lincei, 1890. Mathe- 
matùche Annalen, 1891.) 

Fac. de T.— V. C r 
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que A peut être représenté par cette forme, le groupe G ^ est un transformé 
d'un sous-groupe du groupe appelé G5 dans mon précédent Mémoire. En 
effet, soit 

On vérifie immédiatement que la substitution (i) est la transformée de la 
substitution 

où aj est le premier coefficient de S, gj le quotient du second par A, et 

'> = >'i(y-+-yM-^>,(y*H-y') 

par la substitution 

Examinons d'abord dans quels cas A peut se représenter par la forme 

(2)(').Si 

A =: x' — 3 xy -+- y^^ 

sans que A soit divisible par un carré, x eiy sont premiers entre eux, et en 
déterminant deux nombres i et rj tels que 

la substitution 

X = xX'^çYS Y=:7X'M-tiY' 
change 

\î-hY«-3XY 

en une forme quadratique dont le premier coefficient est A 

(3) AX'*-f-/wX'Y'H-/iY'*. 

On devra avoir 

(4) 'w* — 4/iA = 5. 

Donc 5 doit être reste quadratique de 4*^) îl f^ut, par suite, que A soit 



It à M. Bîanchî qa*oo doit d'avoir trouvé que le déterminant A doit se représenter 
me quadratique dans les circonstances analogues. 

signaler les importants travaux de M. Fricke, Mathematische Annalen, 
et XXXIX. Le présent travail a été livré à Timpression avant que j*en eusse 
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impair et ne contienne comme facteurs premiers que 5 ou des nombres de la 
forme loA di i (• ). Cette condition est, d'ailleurs, suffisante, car, si elle est 
remplie, on peut satisfaire à Féquation (4); par suite la forme (3) existe et 
elle est équivalente à la forme (2). En effet, il n'existe que deux formes ré- 
duites de déterminant 5, x^-^/^xy — y^ et x^-hxy—y^. Cette dernière 
est équivalente à (2) et, m étant impair, (3) est aussi nécessairement équi- 
valente à (2). Nous étudierons spécialement les groupes dont le A ne satis- 
fait pas à cette condition. 

Voyons quelles périodes peuvent présenter les solutions du groupe. 

Période 2. — Pour que la substitution (i) soit de période 2, il faut que 

(2__ 36)aî H- A(yî +yî - 3y,y,)=B, 

Supposons d'abord que A ne soit pas divisible par 5 ; il faudra d'abord 

que 

(2 -— 3£)aJ = EmodA; 

pour cela il faut et il suffît que e(2 — 3e) soit reste quadratique de A. Si 



^ £ = I , il vient 



Pour qu'il existe des valeurs de a, qui rendent le second membre divi- 
sible par A, il faut et il suffît que A ne contienne que le facteur 2 et des fac- 
teurs premiers de la forme 4^* H- i » c'est-à-dire que A soit une suite de deux 
carrés m^ H- w*. On aura 

et, par suite, si le système de décomposition (//i, n) a été convenablement 
choisi, 

mx — /IJ^ml, /WJ7 -4- 71/ =ilt «1, 

d'où 

^ =: Xo -h Ar/ï, y=yo-^ ^^9 

y\-^yl — 3yiy,=: (Xo-h A-/i)»4- (/o-+- ^/w)». 

Le problème revient ensuite à chercher des nombres qui puissent être 
représentés à la fois par le premier et parle second membre, et il parait fort 
probable qu'il en existe toujours. Si e = — i, on a 

^(yî -+- y\ — 3yiyî) = — i — 5aî; 



(1) Voir DiRicHLET^ Dedekixd, Zahlentheorie. 
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il faut que A soit un diviseur de la forme x^ ■+- 5y^. Donc — 5 doit être reste 
quadratique de A, et A ne doit contenir que le facteur 2 et des facteurs pre- 
miers des formes 20 A -4- i, 20A -h 9, 20/1 -{- 3, 20A -4- 7. D'ailleurs Tégalité 
précédente peut s'écrire 

A(yi4-yj)* = — I (mod5). 

Donc il faut que — A ou, ce qui revient au même, A soit reste quadra- 
tique de 5. On peut dire que A doit être de la forme x^ -4- 5y^. En effet, 
d'après cette dernière condition, il ne peut se représenter par la seconde 
forme réduite de déterminant — 5, qui est 2x^ — 2xy -+- 3y^. Si A est di- 
visible par 5, aucune des substitutions paires n'est de période 2. Pour qu'il 
existe une substitution impaire de période 2, il faut que A soit une somme 
de deux carrés. 

Période 3. — Les substitutions de période 3 sont nécessairement paires; 
on a 

a,i=ri — a,, 
et, en portant dans la relation (2), il vient 

A(yî -+- yl — 3y, y,) =— 2 m- 5a, — 5aî. 

Donc, il faut que A soit un diviseur de la forme 2x^ — 5xy -h 5y^ de dé- 
terminant — i5. Donc — i5 doit être reste quadratique de tous les facteurs 
premiers de A, et A ne doit contenir que le facteur 2 ou des facteurs pre- 
miers de la forme 6o/?-+-i, Go/ah- 17, 6oA -h 19, 6oA -h 23, 6oA-h3i, 
6oh H- 47, Goh 4- 49, Go/a h- 53 ; de plus on doit avoir 

A(y,-f-yO*= — 2 (mod5); 

donc A doit être un non-reste de 5. Si A est impair, A est de la forme 
3x^ -h 5y^, S'il est pair, il faudra qu'il soit de la forme 2a;^-f- 2ary -f- 8^*. 
Les autres formes réduites de déterminant — i5 ne conviennent pas; en 
effet, dans le premier cas, les formes 2x^ -^ 2xy -h 8y^, 4^' -*- ^xy -^ ^y^ 
ne peuvent représenter un nombre impair; dans le second, la seconde de 
ces deux formes ne convient pas parce qu'elle ne représente que des restes 
mod5, et 3x^ -h 5y^ ne convient pas non plus parce qu'elle ne représente 
que des nombres pairs divisibles par 4« EnOn x^-hi5y^ ne convient ja- 
mais parce qu'il ne peut représenter que des restes mod. 5. 

Période oc. — Les substitutions paraboliques sont nécessair^i^ent 



SUR DES FONCTIONS VOISINES DES FONCTIONS MODULAIRES. C.5 

paires; on a 

«,= 2 — a,, 

et, en portant dans la relation (2), 

Supposons d'abord que A ne soît pas divisible par 5, il faudra que 
YJ -h Yj — 3y, Yj le soit, ce qui est toujours possible, et le quotient de cette 
quantité par — 5 sera de la forme x^-hy^— '^xy cl devra être précisé- 
ment égale à A. Donc, il faut et il suffit, pour que le groupe présente des 
substitutions paraboliques, que A soit de la forme x^ 4- ^^ — ^^y- 

Si A est divisible par 5 on voit facilement qu'on arrive à la même con- 
clusion. 

II. 

Je reprends l'étude du groupe GJ afin de montrer sur cet exemple la 
manière de former les fonctions fuchsiennes engendrées par nos groupes. 
Les substitutions génératrices du groupe GJ sont 

A = [o, o, 1, i], B=: (0,0, 1,0), c = ( — 2, — 2, — I, 1). 

Les substitutions 

BA HT ( — I, o, o, o), CA = (— I, I, 2, 2) 

conjuguent les côtés opposés d'un quadrilatère curviligne Q. Le sous- 

Fig. I. 




groupe engendré par ces deux substitutions correspond donc à un système 
de fonctions elliptiques dont nous allons calculer le module. Pour cela 
j'utilise la substitution extérieure au groupe 

(3) [i, f, I, 1] 

de déterminant 2 et de période 4- Soient Q' et Q" les quadrilatères déduits 
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de Q par les substitutions BA et AB. Ils ont chacun un côté commun 
avec Q. Les substitutions (BA)', CA, ABCABA, BACB font correspondre 
les côtés I, i'; 2, 2'; 3, 3'; 4? 4S Toctogone obtenu par la juxtaposition de 
ces trois quadrilatères, de telle sorte que Q'QQ" engendre des fonctions 
elliptiques dont le rapport des périodes est triple du rapport qui correspond 
au quadrilatère Q. Si Ton transforme une substitution impaire 

(^1» ^î» Hi> rs) 

par la substitution (3), on obtient une substitution impaire 

aj -+- a* H- 3, -h 3i a, — a, — ^, 4- i3. 



( 



— a,— a,— 3,4- 3s — g, — ^^4- 3, — 3t\^ 



)■■ 



de même, la substitution paire 

[a,, 3f|, J3,, ,3,] 



donne la substitution paire 

— a, — a, 4- ?, — ?s — a, 4- a, — 3, — 3, 



([ 



2 2 

(5) / " 

l 2 ' 2 J' 

D'après ces formules, on a pour transformées 

de CA = ( — I, I, 2,2), (3, I, o, o) = (BA)', 

de (HA)'=i (3, I, o, o), (— i, i, — 2, — 2) = AC, 

de ABCABA = (i, —1,2, 4), (2, 4, i, — i)= ABCAB, 

de BACB = (i, -i, — 4. —2), (—4, —2, i, — i)zz:BCABA, 

et Ton arrive à cette conséquence remarquable. La rotation (3) fait coïn- 
cider le polygone Q'Q Q^avec lui-même, de sorte que les côtés 2, 2' viennent 
sur I, i'; 3, 3' sur 4, 3; 4j 4' ^ur 4', 3'; i, i' sur 2', 2. Il en résulte que les 
axes des substitutions hyperboliques CA et BA sont perpendiculaires et, 
par suite, que les fonctions elliptiques du polygone Q et celle du polygone 
Q'QQ" possèdent des modules réels. Soit WX^'K' {fig. 2) leur rectangle 
des périodes. Il doit jouir de la propriété suivante : je divise les côtés op- 
posés AA', A" A" chacun en trois parties égales par les points B, B', B^jB*. 



SUR DES FONCTIONS VOISINES DES FONCTIONS MODULAIRES. 



C.7 



Je fais correspondre alors les diverses parties du contour du rectangle deux 
à deux, de telle sorte que deux longueurs correspondantes soient toujours 
égales de la manière suivante : BB' avec B^B", BA avec B'A', AA'" avec 



Fig. 2. 




A' A", A'^B* avec A'B". La figure ainsi formée engendre un nouveau sys- 
tème de fonctions elliptiques. Il faut que ce système soit identique au pre- 
mier (i). Désignons par 2K et 2iK' les périodes AA', A' A", par Â' le mo- 
dule de Legendre, u et v les valeurs des intégrales de première espèce dans 
les deux systèmes correspondant à un même point du rectangle. Les fonc- 
tions cn^u et cn'p prennent une fois chaque valeur dans le triangle A A' A'' 
dont on conjugue les demi-côtés, donc elles sont fonctions linéaires Tune de 

l'autre, et comme à cntt = o, oo, , correspondent respectivement 



CnP = 30, o, — r— 



I on a 



cnu cni' = — 



k^ 



2K 



au point Bj u= -«-> et cnp = — i; donc 



2K k'* 



Or l'équation qui donne en -rr- s'obtient en égalant à o l'expression de 
sn3tt en fonction de en m, ce qui donne 

2cn*//dn*i/(i — A:*sn*i/) -f-(cn*ii — sn'Mdn*i/)(dn*M — k^sn^ ucn-u) 1=0. 
En posant a = — -p^y on trouve l'équation 



d'où 



a* -f- 2 a' — a' -+- 2 a -h I = o, 



a- — ûr -f- 1 =r o; 
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les valeurs correspondantes de k ne conviennent pas parce qu^elles sont 

imaginaires, ou 

a* -f- 3 a 4- 1 = o, 

-3d=v/5 ,, 5±v/5 
a 1=. — 9 A- •=. — • 

2 lO 

Soit 

X =:acn'w; 

la surface de Riemann de genre i qui se représente sur le polygone Q'QQ** 
peut être considérée comme définie par la relation 



y^=.^x^ — (i -\- a)x^-^ ax. 

Les invariants g^ et g^ du polynôme placé dans le radical ont pour va- 
leurs 

a (i-+-flr)(2ûr' — oa-ha) 

L'invariant absolu J de M. Klein est 

256 2* 

i35 5.3' 

L'invariant absolu J' relatif au polygone Q se calcule d'après les formules 
données par M. Klein pour la transformation du troisième ordre (•) 

(6) J: J-i: i = (t~i)(9t-i)':(27t*-i8t — I)': — 64t, tt'^i, 

(7) J':J'-i:i=(t'-i)(9t'-i)»:(27t''-i8t'-i)«:-64t'. 



Les équations (6) donnent 



d'où 



5 
27 



j;_ 2«.(3l)' 

■" 5'.3» 



On peut former d'une manière analogue l'équation fuchsienne relative 
au polygone Q'QQ'. En prenant pour variable x = acn'w, cette équation 



(*) Mathematische Annaien, t. XIV. 
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est de la forme 

(S\ <^*i^ __ AoJ?*-h Aj.r*-4- At3?*-l- AyH-i- A,.r^-h A|.r + Aq ._ ^/ v 

Les coefficienls A satisfont, d'après la nature des points singuliers, aux 
relations 

Ao= — l'ë» aAo-+-aA,4-2A,-h Ajz^— ;-|, — iSAq-h 7A, — 3Aj+ A.i= V"» 
qui ne suffisent pas à les déterminer. Soient 

(9) w,~w-h-^> y — acu^Ui; 

si Ton prend, au lieu de j?, y pour variable dans l'équation (8), la nouvelle 
équation, après que l'on aura réduit à zéro le coefficient de la dérivée pre- 
mière de la fonction inconnue, devra être identique à l'équation (8). Si dans 
l'équation 

(.0) 5^. =/(-)" 

on fait un changement de variable en prenant x = 9(/)j l'équation (lo) a 
pour transformée 

(11) ^::=:j/[cp(y)]_schWy9(9'««' 

où schwy ç désigne la fonction 

On a, d'après des formules connues, si {> est une fonction de u et que u 
soit lui-même fonction d'une variable a;, 

(12) SChWa; V = SChw„ (' H — 7^ schwjc //, 

^ a 



(*) M. Sylvester dans sa Théorie des réciproquants {American Journal) appelle 
schwarzian la quantité un peu différente ^ — 7 ^bi' 

Fac. de T. — V. C.2 
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et si u eix sont deux fonctions inverses, 

( 1 3 ) SCh Wjr U — — X'i SChW„ J7, 

D'après les formules (12) et (i3), après la substitution de la variable y îi 
la variable a?, l'équation (8) devient 

(i4) -7-1 ^ -h [/(•^) - schw,.j:] -h schw«,7 /, 

on a 

j _3(i_-^j)j_-4(i_-^j)(2A-«— i)cn«£/ — (loA-*— ioA-«4-4)cn'v/ \ 

f -H/iA'(îiA"' — i) cn*a — SA-* cn'w ( 

schw„cn'i/= £— . — r — j . 

1 sir uciv u drr u 

et il vient 

Jj[/(^)-schw„(a:)] 

^r Aoa*cn**w H- Aiûr*cn*<>w -h Aja*cn*w "1 

Lh- Aja'cn'M H- Ajûf' cn*£/ -+- A|acn*w H- AoJ 

, . , ,, rSa^cn* w — 4ûf(a-hî)cn* w -h (4«* -t- 3a -H 4)('n*// ! 

-l-(a*cn*// — i)M // . X * . o 



16 a* (a— i)*sn'«/cn*adn*wsn'ii, cn*Wi dn'wj ( cn'i/ — en' —^ j 

On vérifie facilement que le numérateur de cette fraction est du 1 
degré seulement, et qu'en vertu des relations déjà obtenues entre les A, 
est divisible par cn'^^/dn'w. Le dénominateur peut s'écrire, d'après la 1* 
mule facile à établir, 

S"", (en' \'^- en '..) 

snw ( en' -^ en» wj = ^ ^ ( 1— Ar-sn'i/sn* - - )- 

^ ^ i ~ X:'sn*i/,sn* -7y- 

i6a*(rt — ly sn^iiicn'w, dn*w, cn'wdn-f/f cn-/ii — en* -x-- ) ( « — Ar'sn^a sii- 

( I — A:'sn*Wi sn* -^ ) 

Pour achever le calcul, il sera commode de former les termes qui (!«' 
nent infinis dans /(a?) pour cn^^ — o, et dans/(^) pour en 1/, — o, on 

a' en* M a en'// 
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et 



i6j Ao[(a-+-i)«4^i]-hA,(flr-hi)[(a-M)^H-i] 
i6a*cn*«, 8rt*cn'//i j6flr(rt -4-i)cn-//, 

En éi^alant les multiplicateurs de —.- et de — ^ — et en réduisant 

Ao(4« — i) — A,(5^-4-2) -h Aî(4a 4- i) — A3(2a -hi) — — ^ — > 
on a enfin 

. 3 _ — 38-h3a . — i53-4-3flr —iia-^-^-j 

lO 80 80 80 

Voici encore une propriété du même genre du groupe G-. J'envisage la 
substitution de période 3 extérieure au groupe 

(i5) (i, o, 2, o), 

une substitution paire et une substitution impaire : 

[a,, aj, {3,, Pj] et («1, «j, (3,, P,) 
ont respectivement pour transformées, par la substitution (i5) 

«1+ 4aj — ^?iH-4î3j 4ai-f-a4-H2(3, — 4(3,- 



(16) 



et 



("7) 



o 5 

2a, — 2a,— 4?i-+- i3(3î — 'î^iH- ^«2— (3,-h 7(3j 



j 



a, — ^«î 4- 2(3, — 8(3, — 4 a, -h a, -h 2(3, — 8(3,^ 



— > 



2 a, + 2a,-H 4?i — I ' Pî 2a,-f- 2 a. — 3, — (3, 



;> 



> — 



Pour que la substitution (iG) fasse partie du groupe (i^, il faut (jue ses 
coefficients soient entiers, c'est-à-dire que l'on ait 

(18) a,— a, — 2^, — (3,^: o (mocl5). 

Si Ton veut que la transformée de( iG) fasse aussi partie de G5, il faut que, 
outre la congruence (î8), on ait la congruence 

(19) a, — a,— (3, ^o (mod5); 
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l'ensemble des deux congruences (i8) et (19) définil un 
mutable avec la substitution (i5). 

Pour que la substitution (17) ait ses coefficients enti(M >. 

a, H- «j -h a ( Pi -H P,) = o ( mod 5) ; 

mais, d'après l'équation (2), il vient 

(a* H-ai)*-^((3,H-(3,) =;= i (mod 5), 

ou 

5((3, + (3,)' = i (mod 5), 

ce qui est impossible. Donc aucune substitution impaire du . 
transforme en une substitution de ce groupe. 

Le sous-groupe défini par les équations (18) et (19) adm- 
tutions génératrices 



(BAV«rr[89, 34, o, o], CBA-[2, o, 2, 3], BCA - [ 
(ABr(CBA)(BA)«=[2, o, 2, 3], (AB)MBGA)(BAr ■ 

(AB)^ BCA (BA)^r=:[2, o, --18, -47], (AB)*CBA(BA)^ 

(AB)«(BCA)(BAr=[2, o, -i23, -322], (AB)«CAB(BA)« 
(4Br(BCA)(BA)»=[2, o, -843, -2207], (AB)»CBA(AB)'* -- 



III. 

Le groupe G'^ ne contient pas de substitutions parabolique 
de représenter par 

(3c,, a„ yi, y»), ou [«i, «„ yi, y»] 

la substitution (i), S suivant que e est positif ou négatif. 
On reconnaît aisément que G^ admet comme substitution- 

A=:(— I, — I, I, o), B=r[l, o, — I, — l], 

Ç.z=z[ O, I, — I, — l], D— (i, I, I, o). 

Les substitutions A et D sont de période 2 et les substitutions I 
riode 3 ; elles satisfont à la relation ABCD = i . 

Parmi les substitutions qui transforment ce groupe en un i 

mensurable avec lui, remarquons d'abord la substitution 
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elle transforme respectivement Tune dans Tautre, A et D, B et C. Par 
suite G3 est un sous-groupe d'indice 2, d'un groupe F admettant comme 
substitutions génératrices D, C et 0. 

Considérons la substitution de période G et de déterminant 3, 

<7 = [2, I, r, i]; 

si Ton transforme par cette substitution une substitution du groupe G^, on 
obtient les formules 



Pour une substitution impaire 



«1 = 



3 



3 



a,— - 



y, - 3 ' 

^ ; _ 2«t-H 2gg — 5 y, -f- Sy, 



Pour une substitution paire 



/ __ «i4-2g,— 2yi-+-4y, 

3 



«1 = 



a. 



_ 2^1 H- (Xj-^ 2yi — r/i 
~ 3 



Vi — o ' 



\ y; 



— 4«i^4«i-~yt-4-8 yj 
3 



Pour que la transformée d'une substitution appartienne encore à (î^, il faut 
que 

(20) a, -|-a,_-y^-|-yj=o (mad3), 



si la substitution est impaire, et que 



(21) 



«1 — «4 -H yi -h y, == o ( nf)od 3 ), 



si elle est paire. Lorsque la condition (20) pour une substitution impaire et 
la condition (21) pour une substitution paire est remplie, la transformée de 
la substitution satisfait encore, soit à la congruence (20), soit à la congruence 
(21). Les congruences (20) et (21) séparent dans le groupe Cj] un sous- 
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groupe F crindice 4 qui admet, pour substitutions génératrices, 

A = (-i, —I, I, o), C=:[o, I, —I, — i], B-»AB=r(i, I, o, i), 
BCB=[— 7, o, 5, 5], BACB-»i=(io, i3, —4, 3), 

bc-»b-4:b-» = [--24, 25, 4;, 35]; 

les diflerents cycles correspondent aux points doubles des substitutions, C 
et BC- *B-« CB-« de période 3; A, B-« AB, B"' CAB"', BDB-' qui sont de 
période 2. Il y a un cycle pour lequel la somme des angles est 21:. On a 

B-»(:AB-» = (9, 9, -I, 5), BDB-«=(9. 9, ~ 5, i), 
et 

<7-»(:(j = (:, cr-*BC-'B-»CB-»cr=[a4, —23, 69, i43], 

cr-»AGr=(i, I, —I, -3), <7-»B-»ABcr=:(-3, -3, i, 4), 
cr-»B-M:AB-»<7=(— 17, —17, 8, 27), <7--BDB-»<7:= (— 9, —9, 8, 23). 

La subslilulion a transforme le point double de chaque substitution C, et 
BC"* BC~* B~* , de période 3, en un point qui lui est homologue par rapport 
au groupe F'. On a 

(I, I, -I, -3) = B-*AB.BCAB-».B-»AB, 
(_3, -3, I, 4) — CABABC-«AB=C.A.BACB-«.BCB.B-»CBC 'B.B-'AB, 

^-3, —3, I, 4^=C.A.BDB-«.A.C-», 

commi* le carré de o* appartient au groupe V\ la permutation des cycles 
|)résente la période 2,. et les cycles ne doivent subir que des transpositions. 
Les deux éijualions précédentes montrent donc que les cycles de A et de 
B(1\B~', de B ' AB et de BL)B~* s'échangent respectivement. 

Désignons par x la variable qui représente conformément sur un plan le 
polygone générateur du groupe G;, en lui imposant de prendre les valeurs 
o, X, respectivement aux points doubles de B et de C, et par ^ celle qui re- 
présente sur le plan le polygone générateur du groupe V; x s'exprime par 
une fraotii>n du Y degré en y. Aux valeurs o et « de x coVrespondent des 
valeurs triples de >*. On peut imposer à y la condition que ces valeurs 
triples soient o et x. On a alors 



i- — n 



m et n sont ileux constantes qu'il reste à déterminer. 

Or la dérivée île la fraction {'2-2) a des zéros simples correspondant aux 
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points doubles des substitutions D et BAB"*, lesquelles ne font pas partie du 
groupe P. f^es valeurs correspondantes de^ sont données par réquation 

(aS) 3/' — 2/(/w H- 2«) H- 3/w/i =o. 

Soient^, et y^ les deux racines dé cette équation ; en les portant dans (22), 
on obtiendra deux valeurs de x^ x\ et x.^. 

Inversement, si dans (22) on donne à .r, par exemple, la valeur x,, les 
valeurs correspondantes de y sont, y, comptée deux fois, et deux autres 
valeurs distinctes correspondant aux points doubles des substitutions BDB"* 
etB"*CAB~*; l'équation du second degré qui fournit ces deux dernières 
valeurs s'obtient en divisant par (y — y*)^ le polynôme 

(y* — 'W7')(7, — /i) - (7 — n){v\ — mjj): 

c'est 

(24) 7'-+-7(27,— /w)-h37î — 2/nv,=:o. 

De même les valeurs de^ qui correspondent aux points doubles de A et de 
B"* AB sont données par l'équation précédente en y changeant y, en y^ : 

(25) 7*4-/(27,— m) 4- 3/J — 2/w7j=o; 

mais la substitution a étant permutable avec le groupe F', les deux valeurs 
de ^ correspondant à un point P du cercle fondamental et au point Pa sont 
fonctions linéaires l'une de Tautre, et, comme a^ fait partie de P, la relation 
entre ces deux valeurs de ^ est une involulion. 

D'après la manière dont a permute les points doubles, cette involution a 
pour points doubles m et /i ; elle peut donc s'écrire 

y — m y' — f^i 

•^ h- -7 = o, 

7 — '* y "- '* 

etelle échange les deux équations (24) et (25). En posant 

y — m 

t, 

7 - '* 

les équations (24) et (25) deviennent 



^ :--r o, 



(26) [3/^ — i{m — /i)7i4- /i* — /w/^]^'— {^y\ -^ '^yxin -— m) -^ mn ~ //i-]^ 4- Zy\ 

(27) [37Î — 2 (m — /t)7i-h /1- — mn^f^ — [67I 4- 271 (/i - m) -h mn — m']/ -f- 37Î = o: 
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les équations doivent avoir leurs racines égales et de signes contraires, ce 
qui donne les équations 

3 y ] — i{m — n)y^'\- ri^ — mn ___^ 6y\ -t- 2yt(/t — m) + mn — m- __ y\ , 
3/* — 2(m — /i)j,-t- A^*— m/i (c>y\ -\- ly^i^n — m) -^ mn — ni^ ~~ y\^ 

en chassant les dénominateurs et en remplaçant partout les fonctions symé- 
triques de j^, et de j^2 P^^r 

on voit que les équations (28) admettent une solution commune et une 
seule 

n ^: — 2m, 

Prenons, pour simplifier, /w = i , ce qui est permis. On trouve 

j, = -iH-v/3, r, = — I — v/3, :rj = — y-, j:, = — Zl. 

•4 -4 

Ainsi l'équation fuchsienne de G^ a pour points singuliers o, «, — -~i , 

— -7- • On calculerait facilement cette équation par la méthode exposée 
4 

à propos du groupe G\. 

En général, toute substitution qui, prise comme substitution transfor- 
mante, engendre un groupe fuchsien correspondant à une racine ^»*"« de 
l'unité doit avoir un carré parfait pour norme de son déterminant. Pour que 
le groupe ainsi formé ne soit pas réductible à des coefficients entiers ( * ), il 
faut et il suffit que la racine carrée de cette norme ne puisse être considérée 
comme la norme d'un nombre abélien. 

On voit facilement que tout nombre qui peut être représenté par une 
norme abélienne en prenant pour éléments les racines ^»«^«»« de Funité est 

reste do puissance dey>, lorsque jo est de la forme L^n-i-S; la recherche 

de nombres abéliens à normes carrées, et dont la racine carrée ne soit pas 
norme abélienne, présente de grandes difficultés. On y arrive beaucoup plus 
facilement si p est de la forme 4 /' -+- ï • Par exemple, pour jo = 17, le nombre 
(iy -f- (>/'^ jouit de cette propriété. 



{ M l'air lo tr;nail prcoôcicnl dans ce journal, p. i3 et i(>. 
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PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION, 

PAR M. GusTAF KOBB, 

Maître de Conférences à l'Uni versilé de Stockholm. 



En énonçant le principe de la moindre action, on se borne généralement 
à dire qne Tintégrale 



J zrr / yj'à (a -\- /l) ds 



est un maximum ou un minimum dans le cas du mouvement naturel. Il est 
cependant très facile de voir qu'un maximum ne peut jamais avoir lieu. 
Kn effet, considérons un point (2) quelconque de la trajectoire o— 1 , et 



Fig. I. 




faisons passer par (2) une autre courbe arbitraire F. Imaginons une autre 
trajectoire, très voisine de o — i, et qui coupe la courbe F au point (3). 
Pour qu'un maximum ait lieu, il faut évidemment que la différence 

•'03 ~^~ J31 — Jqî — - •^•' 

soit toujours négative, .1,^ désignant la valeur de Tintégrale le long de la 
courbe 1, A*. En posant 
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SUR UN 



THÉORÈME DE M. WEINGARTEN, 



ET SUR 



LA THÉORIE DE SURFACES APPLICABLES, 
PAR M. E. GOURSAT, 

Maître de Conférences à l'École Normale supérieure. 



M. Weingarten a public récemment (') un lomarquable théorème, per- 
mettant de ramener la détermination des surfaces applicables sur une sur- 
face donnée à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du second 
ordre d'une forme très simple. Quoique les deux problèmes que l'on ramène» 
ainsi l'un à l'autre présentent des difficultés d'un même ordre, celte propo- 
sition n'en ofTre pas moins par elle-même un très grand intérêt. En outre, 
elle a permis à M. Weingarten de retrouver très simplement les résultais 
qu'il avait fait connaître depuis longtemps relativement aux développées 
des surfaces minima et aux surfaces applicables sur le paraboloïdc de révo- 
lution, et d'en ajouter quelques-uns de nouveaux. En comparant la Nolecb» 
M. Weingarten à un travail (*) que j'avais publié il y a quelque temps sur 
un sujet en apparence tout différent, j'ai reconnu immédiatement qu'on 
pouvait déterminer par des quadratures toutes les surfaces admettant un 
élément linéaire donné, dans une infinilc de cas nouveaux ('). Le peu 
d'exemples que l'on possède où l'on ait pu résoudre cffeclivcmcnl le pro- 
blème donne, il me semble, quelque intérêt à ce résultat. 

La première Partie de ce travail est consacrée à la démonstration du théo- 
rème de M. Weingarten. J'en fais ensuite l'application aux surfaces dont le 



(*) Comptes rendus, 23 mars et 6 avril 1891. 
(') American Journal of Mathema tics f t. X. 
(•) Comptes rendus, 6 avril 1891. 
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carré de rélcment linéaire possède la forme 

ds^ = du* -h 2[u -\-^{v)]d{'*, 

et plus spécialement dans le cas où$(p) se réduit à ap^. J'emploie constam- 
ment les notations et les résultats que l'on trouve dans l'Ouvrage de M. Dar- 
boux, Leçons sur la théorie générale des surfaces. 

I. 

1. Considérons une surface S dont le carré de l'élément linéaire possède 
la forme 

( I ) ds^=^ du* -h dv dwy 

du^ rfp, rfiv désignant trois diflerentielles exactes. Si l'on prend u et v pour 
variables indépendantes, w devient une certaine fonction 2'^(w, r) et, en 
posant 

la formule (i) peut s'écrire 

( I )' ds* = du* -\-2pdu dv -h 2r/ dv*, 

p et q satisfaisant à la condition 

' ov Ou 

Soient Ç, Y], X> les coordonnées rectangulaires d'un point de la surface; on 
aura les relations 

E(©'=.. 2li=^. 2œ)'=- 

Diflërentions ces trois équations par rapport à w et p successivement ; il 
vient, en tenant compte de la condition (2), 

2Là du du* ^' jL du Ou dv ~^' 2ddi> du ôv "" du ' 

(4) / 

V^l^-^^ V^^_^ V^É!i- 

2ddv d^^* dv' 2ddv du* ~ du' 2ddu dv* ""^' 
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Posons 

d^ dfï dK 

av av ôi> 

d// ou ou 

les relations (3) et (4) nous donnent 

Si donc on regarde or, y, ^ comme les coordonnées rectangulaires d'un 
point d'une surface S, c, c', c" seront les cosinus directeurs de la normale à 
cette surface. Les coordonnées d'un point de 2 s'exprimeront à leur tour 
au moyen des coordonnées d'un point de S par les quadratures 

cduj 

\ ■'.. 

(5) 



yj =z j y di^ •+- c'du. 



di> H- c''du. 

Remarquons que les quantités/? et q ont, pour la nouvelle surface S, une 
signification géométrique très simple; on a, en effet, 

, - a;- -+- r' -+- -' 
p=zcx-Jt-&y-^ c'z, q = ; 

p représente donc la distance de l'origine au plan tangent, et q la moitié du 
carré de la distance d'un point de S à l'origine. 

2. La construction précédente, appliquée à toutes les surfaces 2 dont le 
carré de l'élément linéaire possède la forme (i)', donne une famille de sur- 
faces S. Toutes ces surfaces S vérifient une même équation aux dérivées 
partielles du second ordre. 

Pour le démontrer, formons l'équation aux rayons de courbure princi- 
paux de cette surface S. Si l'on se déplace sur une ligne de courbure, on a, 
d'après les formules d'Olinde Rodrigues, 

djc-hpdc=:o, df -\- p de' ^= Of dz -h pdc"=^o, 

p désignant le rayon de courbure principal correspondant. 
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Remplaçons x, y^ z, c, c', c"par leurs valeurs; on tire de ces trois équa- 
tions 

du _ c^i'* ^ c^// dv dv'^ ^ du dv dv^ ^ du ai' 

On forme un rapport égal aux précédents en multipliant les deux termes 
du premier par y , ceux du second par -~ > ceux du troisième par ^ * cl les 
combinant par addition, ce qui nous donne 

fin âi^ du 

civ ~ ôq dp 



du ^ du 



En égalant ce rapport à l'un quelconque des précédents, on aura, pour 
déterminer p, une équation de la forme 



dv ^ du A -+- B p 

dq dp B -h Cp 

du ^ du 



ou, en développant. 



p.('c^_B^Upfc^-A^UB^-A^=o. 
\ du du) ^\ ds^ du) dv du 

Soient p' et p" les deux.rayons de courbure principaux; on aura 

d^^ d.^ 9^?'^-^ — ^^ 

du du du du 



et l'on en déduit 



ou bien 



1 n àp , , „. dq dq 



D'un autre côté, les formules 

d^ di> 
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permettent d'exprimer w et p en fonction de p et de q^ de sorte que la rela- 
tion (6) ne contient en réalité que p', p", p, q. C'est donc une relation 
entre les rayons de courbure principaux d'un point de S, la distance de ce 
point à l'origine et la distance de l'origine au plan tangent, et nous voyons 
que cette relation ne dépend que de la fonction vp(w, v). Elle est donc la 
même pour toutes les surfaces S, que l'on déduit des surfaces 2 admettant 
l'élément linéaire (i)'. 

Pour ramener l'équation (6) à la forme de M. Weingarten, il suffit de 
faire un changement de variables qui est équivalent, au fond, a la transfor- 
mation de Legendre. Au lieu de prendre pour variables indépendantes a 
et v^ prenons p et y, et supposons ugIv exprimées au moyen de p et de q. 

Posons ensuite 

de la relation 

d^ r=: p du -\- q dvy 

on tire 

d{pu-\- qv — i|» ) = e/cp == « <f/> 4- i' dq. 



de sorte qu'on aura 



(^9 d^ 

dp^ ôq 



Calculons encore les dérivées secondes de ç ; on a 









ou bien 



du — ^ i-^^du ^'^ d^ -h .^^{.^^du 
dp^ \du} du dv ) dp dq \du dv 






En égalant les coefficients de du et de dv^ on en tire 



ôu'^ dv^ \dudv) 



et Ton aura de la même manière 



c^*9 






— 


d' 
du 


dv 




)pdq 


d^^ 


d*'\> 


l 


( d' 


: + 



d']f 



<)«9 






du* 








dq^ ' 


ôu^ 




-( 


,du 


dv. 


)' 



KJ> C. COURSAT. 

l//-qoalion (f>) Aeyieiïi alors 

VA\i*. Ufr diffère q«>n apparence de Téquation (2) de M. Weingarlen 
(ComplcJf reruliM^ l. CXII, p. 607); il sufGrait, pour les rendre identiques^ 
d^î chang^rr Ifr *îgTi^ de ^^'' cl de p' ou , ce qui revient au même, le sens de la di- 
rection (>^>*îtîve »«r la normale à la surface. 

Quant à Télément linéaire de la surface £, il prend la forme 

les cquations (7; et (8) ne renferment plus que /?, q et les dérivées par- 
tiï'lhîM (le la fonction ^(/;, y), qui n'est soumise à aucune restriction. 

W. Uéciproqucmcnt, de toute surface satisfaisant à Téquation (7) on 
«Irduira, par des ((uadratures, une surface dont rélcmcnt linéaire peut être 
ramené a la forme (8). 

Ktant donnée une surface quelconque S, choisissons sur la normale un 
scMis positif et désignons par c, c\ c" les cosinus directeurs de cette direction 
|)()sitive, et posons, comme plus haut, 

p — cic-\- c'y -f- c^Zf q = '-^ ; 

si l'on imagine (ju'on ait pris p el q pour variables indépendantes, les for- 
niulos crOlimle llodrigucs nous donnent, pour un déplacement sur une 
ligne (le courbure, 

ôjc ôc dy de' âz de" 

d(f dp ^ dp dp ^ dp dp ^ dp 

dp dx de dy de' dz de" 

d(] ^ dq dq ^ dq dq ^ dq 

Kn multipliant les deux termes de ces trois rapports respectivement par 
.r, y^ z et en tenant compte des valeurs de/? et de q^ on trouve un nouveau 
rapport égal aux précédents 

l/é(nialion aux rayons do courbure principaux s'obtiendra en égalant à p 



SUR UN THÉORÈME DE M. WEINGARTEN. E.7 

un quelconque des rapports précédents; en prenant par exemple le premier 
rapport, il vient, pour l'équation cherchée, 

^dc fdx dc\ dx 

^ dq \àq dp) dp ~~ 

On aura donc, p' et p" étant les rayons de courbure principaux (*) 

de , „ dx , , „^dc de dx 

et l'on trouverait de même 

àc' „/ „» _ à y ,„,.„» ^ àc' _ de' dy 

j^pp—s;;' (P"^p)d^-5i^-5i' 

de' , . ds , , ,.àc' de' as 

d?PP=-5^' (P-^P)rfy=-^-3?- 

Cela posé, supposons que la surface considérée S soit une intégrale de 
réquation(7);les expressions 

xd^ -hcd-^9 

dq dp 

yd^+c'dp, 

•^ dq dp 

,d^+c'd^ 
dq dp 

sont des différentielles exactes. Vérifions-le pour la première; la condition 
d'intégrabilité développée s'écrit 

dx (?'<p de d^^ . dx d*9 de d^(^ 

dq dpdq dq dp* dp da* dp dpdq ~ * 

et, en remplaçant ;r- et -r -r- par les valeurs tirées des formules (g), 

de Vd^o , , -, d'O , -c^'©! 

5^L5;^-<p-^p)a^-^pp5^J=«' 



(*) Weingarten, loc c«7., formules (i). 
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relation qui est vérifiée puisque, par livpolhèse, S esl une intégrale de Fé- 

quation (7 ). On peut donc poser 

J Oq dp 

(10) i^é^ I yd~- -^c' d—^y 

\ J ^ àq Op 

Ir poinl de coordonnées $, r^ J^ décrit une surface 2 dont le carré de Télé- 
inenl linéaire esl bien donné par la formule (8). 

\. La délerminalion des surfaces admettant rélémenl linéaire (8) ou 
rintéf5;ralion de Téqualion (7) constituent donc deux problèmes équivalents. 
Arrêtons-nous un moment sur la correspondance entre ces deux questions. 
Klant donnée une courbe C et une surface développable D contenant cotte 
courl)e, on peut se proposer de déterminer une surface intégrale de Féqua- 
lion (7) passant par la courbe Cet tangente à la développable D tout le 

long de C. En un point de C, x^y^ Zj c, c', c", /?, q et par suite ^> -ra- 
seront des fonctions parfaitement déterminées d'un paramètre variable /. A 
celle courbe C les formules (10) font correspondre une courbe C,, qui est 
également déterminée, si Ton fait abstraction, comme il est naturel, d'une 
translation qu(*lconque. Supposons, pour fixer les idées, que Ton connaisse 
déjà une surface 2o admettant Télément linéaire (8); la relation qui lie les 
variables /? et q le long de C ou de C, détermine surS© une certaine courbe Cg, 
de sorte que le problème de déterminer une surface S tangente à la dévelop- 
pable D le long de C revient à déterminer une surface 2, applicable sur 2^, 
d(î telle façon (pie la courbe (^0 vienne s'appliquer sur C,. 

Inversement, si Ton se donne les courbes C© et G,, la courbe Cet la dé- 
veloppable D sont déterminées, pourvu qu'on ait clioisi, en outre, le point 
de f ], qui corn^spond à un point donné de C^. Prenons l'élément linéaire 
sous la forme (i)'; tout le long de Co, u et c sont des fonctions données du 
pai amèlrcî variabhî /. La correspondance établie entre les points des deux 
courbes (]o <*l C, nous fait connaître de même les coordonnées Ç, rj, Ç d'un 
point (l(î (;, en fonction de /. On aura donc, la lettre c? désignant les difle- 
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rentielles relatives à un déplacement sur C,, 

de— -^ du -{- -^ dv, 
^ au av 

OTi ZrZ ':r— du -\ r- di\ 

au av 

dX,T:=^ -^du-^ ,- dv\ 
ou av 

ces trois équations, jointes aux équations (3), feront connaître les valeurs 

des six dérivées 3^» t > 3-^> t» -r» t^' le loncr de C.. On connaîtra donc 

ou ov au av au av ° 

-^'^yj ^j ^> ^î c" et, par conséquent, la courbe C et la développable D. 

Si l'assemblage formé parla courbe C et la développable D est une carac- 
téristique de l'équation (7), la surface intégrale S tangente à C le long de D 
n'est plus déterminée, et c'est le seul cas où cette circonstance se présente. 
De même, quand on se propose de déformer une surface Zq de façon qu'une 
courbe C© de cette surface vienne coïncider avec une courbe donnée C,, le 
problème n'est impossible ou indéterminé (*) que si la condition posée 
entraîne cette conséquence que C, serait une ligne asymptotique de la sur- 
face après la déformation. En rapprochant ces deux propriétés, on en conclut 
la proposition suivante : 

Etant données une sur/ace intégrale (S) de l'équation (7) et la sur- 
face S correspondante j les caractéristiques de la surface S correspon- 
dent aux lignes a^symptotiques de 2. 

Nous allons vérifier cette conclusion dans un cas particulier. Prenons, 
dans l'élément linéaire (i'), 

v|;(//, r) -- U\' -\- V, 

V étant une fonction quelconque de r. On aura ici 

d»vl ô^^ d^^ ^,„ 

du^ ~ ' du Ov ~ ' âv*' ~ ' 



(*) Darbovx, Leçons sur la théorie f^ênèrale des surfaces^ t. III, p. 9.7<). 

Fac. de T. — V. K.2 
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et l'ô((ualion (6) devient 

Elle exprime que la somme des rayons de courbure principaux est une 
certaine fonction de la distance de l'origine au plan langent. En coordonnées 
cartésiennes, celle équation s'écrit 

/?, y, r, .ç, / désignant maintenant les dérivées premières et secondes de z 

par rapport k x et k Vj cl V" une fonction de y — ^'^ Les caractéris- 

\n- /?' H- 7- 

tiques seront déterminées par les deux relations ( * ) 

Y" (dp djr -h dq dy) -h ^ i -hp^-i- g^[(i -\- p^ ) dx^ -\- {\ H-<7*)t/y'H- ipqdœdy'\^=io^ 



y^dpdq -h v/i -f-/>*-f- «7*[(i H- q^)dpdy' 4-(i -+-/>')^^x] = 0. 

Or 

c c' , cdc'—d'dc , c'dd'—(fdc' 

en remplaçant/) et q par ces valeurs dans la première équation, il reste 

dx^ -+- dy^ -+- dz^ = \''ldc dx. 

En éliminant V" entre les deux équations des caractéristiques, on trouve 
de même 

dp^-r- dq* -T-(qdp -- pdqY 

ou 

dc^-\-dc''^dc'''- — o, 

ce qui montre que les caractéristiques correspondent aux lignes de longueur 
nulle de la sphère. 

D'un autre coté, l'équation différentielle des lignes asymptotiques de Z 
peut s'écrire 

! c .r de du -\- dx dv \ 

\ c' y dc'du-^dydi' ' ^^ o. 

I 

I c" z de" du -+- dz d\' \ 



y ' » I>ARBoi X, ioc, riV.. p. »i>|. 
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Vj. I I 



OU, après quelques transformations faciles de lignes et de colonnes, 



I (♦ o 

o é/r dvitdcdjc 

o du 4- y dv dv 1 djT- -h du I, de dx 



—. o. 



Eln développant il reste 



dv^ ( 2 dx^ — V ldcdx)-z.o. 



équation qui est vérifiée pour les caractéristiques. 

Les caractéristiques de la surface S, ayant pour images sphériquos les 
génératrices rectilignes de la sphère, sont nécessairement imaginaires. Il en 
sera de même des lignes asymptotiques des surfaces 1, dont la courbure 
totale devra, par conséquent, être positive. C'est ce que Ton vérifie aisément. 
Si la fonction 'i^(u^ p) est de la forme uv -h V, la fonction ç(/?, q) obtenue 
par la transformation de Legendre sera de la forme 

et Texpression du carré de l'élément linéaire ds- devient 

ds^=z 'iqdp^-^ ipdp[dq -^^'' {p)dp]-\-[dq ^^'' {p)dpY 
^{'iq—p^)dp^-'^[pdp-^dq-\-<b"{p)dpy. 



En posant 



il vient 



rt-fi" ~<b 



'2 



'iP) 



ds^—dt'^i[t-p'-~^'{p)]dp\ 



L'expression de la courbe totale est ici 



RR' ' [it — 2/>« - i^'\p~)Y ' 



quantité essentiellement positive (* ). 



(*) Ceci suppose toutefois que les points réels «le la surface correspondcnl à «les valeurs 
réelles de / et de p. Des calculs du texte on déduil encore une autre consé(|uence : étant 
cJonnéc une surface dont le carré de rélémcnl linéaire a la forme r/w* -r- 2[m -^ '!>(r)]^<'-, 
faisons correspondre à chaque point de la surface le point de la sphère situé sur le rayon 
parallèle à la tangente à la géodésique de paramétre v qui passe par ce point; on r»l)tient 
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-*. Étant donnée une Tonne quadratique de dincrenlielles 

E rfu* -t- a F rfu (/•■ + G A-', 

f.û E. F, G sont des fonctions quelconques de «, i-, on peut toujours la ra- 
mener à la forme 

du'' -t- rfi''' •+■ (/«•'' 

ou, ce qui revient au même, à la forme (i) 

du'* + df' dn-" ; 

il suffit, pour efTectuer ta transformation, de connaître déjà une surface ad- 
mettant l'élément linéaire (i i). La reclierche des surfaces applicables sur 
une surface donnée quelconque peut donc toujours se ramener à l'intégra- 
tion d'une équation de la forme (7), Mais il faut remarquer que la corres- 
pondance entre les deux problèmes n'est pas univoque ; tout élément linéaire 
pouvant être mis d'une inHnité de manières sous la forme (i), il lui corres- 
pond une infinité d'équations de la forme (7), qui s'intégreront toutes dès 
que l'on saura intégrer l'une d'elles. On est donc conduit à cette conséquence 
curieuse que, si l'on sait intégrer une équation aux dérivées partielles de la 
forme (7), on peut en déduire l'intégrale générale d'une infinité d'équations 
de mémo forme. En effet, si l'on a intégre l'équation (7), on obtient par des 
quadratures toutes les surfaces 1, qui sont applicables sur une certaine sur- 
face. Or trouver toutes les surfaces applicables sur une surface donnée, cela 
revient à mettre de toutes les manières possibles le carré de Télément 
linéaire de cette surface sous la forme 



à cliacune de ces formes particulières correspondra une équation de ta 
forme (7) que l'on saura intégrer, puisque l'on connaît précisément toutes 
les surfaces dont l'élément linéaire possède la forme précédente. 

II. 

6. Après ces généralités, je vais appliquer le théorème de M. Weingarten 
à la détermination d'une classe particulière de surfaces. Je prends les nota- 

aiiisi une rejirésentalïon sphérique de la surface, ilans laquelle I 
dent Hux géoêratrices reclilignes de la sphère, résultat facile*à établi 

de Codai.iJ. Li's ligmis a^tymjiioiiques •'nlicipjiHi.'ni . |>:ir -uiii . -.,n- ..i 
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lions employées par M. Darboux (^Théorie des surfaces, l. 1, p. 244)- 
Les coordonnées d'un point de la sphère de rayon i s'expriment au moyen 
des paramètres a, p des génératrices rectiligncs de la sphère par les 
formules 

I — «3 , . I -f- «3 ^ a -h 3 
c= -.-, c'--i 1-, c'=z ^; 

OL — p OC — p Oi— p 

Téqualion du plan tangent à une surface étant écrite sous la forme 
on aura, pour les coordonnées du point de contact, 



x-^iyz^ 



«-? 









Pour la suite des calculs, nous introduirons la distance /; de Torigine au 
plan tangent en posant 



5-(«-?)/'; 



on en déduit 



1= ^-^'-^^t' 

Les formules qui donnent x^y^ z deviennent 

. _ ip dp ()p 

^ a - p ÔOL ^ ()fi 

._ p^àp dp «-^-(3 
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Dôsij:noDsloujours.[»arçla moitié du carré de ladislance du point (^jt, y, z\ 
à rorigino; il vient 

1- ^ 7 -"- - = ^■ 

Considérons une famille de surfaces définies par une relation enire la 
soiiune des rayons de courbure principaux cl la distance derorijïine an p/an 
lanftcnt, relation que nous écrirons sous la forme suivante 

■\i'{p') étant la dérivée d'une fonction connue de p. En remplaçant p' -*~ p 
par sii valeur, on voit que p doit vérifier l'équation aux dérivées partioilos 
suivante 

d'p _ +'(/'>_ 



(f!) 



Soit p une. intégrale quelconciuc de cette équation; d'après le ihéorème 
^ém-ral de M. Wcingarlen ('), les trois expressions 

>,/,, ^ c\d,l-ipdp -'{>'(/>>(//>]. 

/'//' ' <:'[il<! ■xpdp~-if\p),ip-\, 
:t/p * r'iil,/ ■ipdp--\,'{p)dp] 

'l'fi*'-((( ('il'' (II-» rlilléiciilii'lIcK l'Mictes, du moins avec un signe convenable 
(.'.!.( /■, /■', /-". (,îi «uiN- i\in i'iiIcuIh prouve (pi'il faut pi-endre le sifîne — ; 
(!'.-.' ^U'iin II (.fodoid' ri-« chIciiIm pour la co<u'<lonnée Ç. Kn remplaçant z, 
r-, //(,^f I-„f.v„l-MM, il viet.l 






'><'''L''J'À 'i"ip-v(p)<ip[- 



,,, („■'(' -II',!,, ■'■■'>,,[<■' Pl'.)/'* 



l\,,.„ii.. 
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la seconde partie peut s'écrire 

En portant dans la valeur de cfi^ et réduisant les termes semblables, il reste 

la condition d'intégrabilité, qui est ici 

_ , fl ^ à*P _ 1^'_Sp)« àp a(« + |3) 

~ i^dlâdadiâ (a-|3)' rf«"^ "(«-(3)» ^^'^^' 

est bien vérifiée, en tenant compte de l'équation (12). On en déduit, en 
changeant le signe de ^ 

On obtient, par un calcul tout pareil qu'il est inutile de reproduire ici, 
les valeurs suivantes des autres coordonnées $, yj 

(.4) j +(^-^,[(P'->)rf«-+-(>-«')''(3]j 

«P — I / fl sàp àp a|3 — I , , , 



(.5) 



+ — ^ (« - P) 5^ ^^ + -fâ^iT" ^^f'^- 
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7. Les formules (i3), (i4)j (i^) représentent les coordonnées Ç, y), ^ 
d'un point d'une surface 2, et toutes les surfaces obtenues en prenant pour 
p une intégrale quelconque de Téquation (12) doivent être applicables les 
unes sur les autres. Il est aisé de le vérifier; le carré de Télément linéaire 
de 2 aura pour expression 

d(j^=: 2q dp^-{- ipdp[dq — ipdp — ^'(p)dp^ -j- [dq — 'ipdp — 'i^'{p)dpY 
— {2q—p^)dp^-h [dq-pdp-^^'{p)dpy. 



Posons 



7 = 7 -+-^(/>)-+-'^ /? = «', 



la formule précédente devient 

(16) d(7^ = dti^ -h 2[u -^ ^(v)]di>\ 

On en conclut que toutes les surjaces dont le carré de rélément li- 
néaire peut être ramené à la forme (16) sont représentées par les for- 
mules (i3), (i4)ï (i ^)) oit p est une intégrale de Véquation (12), 



Les formules (i3), (i4)^ (^5) présentent l'inconvénient d'être compli- 
quées d'imaginaires, et l'on ne voit pas immédiatement comment il faut 
choisir la fonction p pour que la surface correspondante 2 soit réelle. Pour 
faire disparaître cet inconvénient, il suffit de faire le changement de va- 
riables suivant 

_ _ I 

.Ç := 3t, .Çq z~z -— — • 

u étant une fonction quelconque de a, fl, on a 

()u au du du ^ . » j/3 ^0 

I/équiilion ( i 2) dcvienl 

(I-) r)'/> ^ f (/>) 



Sim i:>' TIIÊOKÈMK DK M. WEINGARTEN. V..iy 

Ci les valeurs de ^, r^ ^ sont données par les formules suivantes : 

' = 3/|<— ■)(l)'''-(— !'(ë)'''-*ffl^;^.t(.-o^.+(.-.i.*i{ 



— (l-H5.Vo)-y- V ; +(/^)' 



.v*.fî— i dp dp I — .Wo , , V 
1 us c/.s'o i -j-ss^ ^ '^ 

A tout point réel d'une surface 2 réelle doivent correspondre pour ,9, .Vo 
des valeurs imaginaires conjuguées et pour p une valeur réelle. Inverse- 
ment, si la fonction p prend des valeurs réelles pour des valeurs imagi- 
naires conjuguées de Sj Sqj il est visible que les formules (i8) donneront des 
valeurs réelles pour les coordonnées ?, r,, î^. Il suffira donc de prendre pour p 
une intégrale de l'écpiation (17) qui soit réelle, lorsque s et ^o ^^^^ imagi- 
naires conjuguées; il existe toujours une infinité d'intégrales satisfaisant à 
celte condition en supposant, bien entendu, que la fonction '\f(p) soit réelle*. 
En eflet, si Ton pose 

réquation (17) devient 

âlp ô;^^ i^ip) _ 

Il existe évidemment une infinité d'intégrales de cette équation qui ])ren- 
iient des valeurs réelles en même temps (pie les variables indé[)endantes u. 
et V. 

Si, par exemple, 'Yi p) = /^?/>, fn étant un coefficient constanl (cas que 
nous étudierons plus loin), Téqualion (17) est linéaiie; si elle admet Tiulé- 
grale /(-s, «o), elle admettra aussi Tinlégrale /«(.Ço? •^)? fo élant la fonction 
conjuguée de/, et la somme de ces deux fondions^ = /( .ç, .v„ ) -f-/o(-^'o^ •'»*) 
fournira une surface ï réelle. 

8. L'élément linéaire d'une surface ï étant de la fomn» 

FacdeT.-W E3 



(»9) 
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les courbes de paramètre p forment un système de géodésiques; les tan- 
gentes à ces géodésiques sont normales à une famille de surfaces paral- 
lèles 2,, dont les équations se déduisent immédiatement de ce qui précède. 
Posons, en effet, 

. {i-\-sSoy dp ()p ... s-hSo , .s^ — s - ss^ — I 

2 as ÔSq t v# / j _^ ^^^ I -h 5^0 14- SSq 

Les formules (18) peuvent s'écrire 

D'un autre côté, on tire des relations (19) 

de sorte que c, c\ c" sont les cosinus directeurs de la normale à la surface 2, , 
décrite par le point (^,, yj,, (^,); la surface 2 s'obtient donc en portant sur 
les normales à la surface 2, une longueur^ égale à X. Je dis que ces normales 
sont tangentes à la surface 2; en effet, faisons dp = o dans les équations 
qui donnent rfÇ, rfy], dC sous leur première forme; elles deviennent 

c/q =: — C(iq, df]z=z — c' dq, d^ = — c" dq^ 

ce qui montre que le point (^, yj, s) décrit une courbe tangente à la droite 
de coefficients angulaires c, c', c". Par conséquent, la surface 2, reprê- 
scntcc par les équations (18 ), est une des nappes de la développée de la 
sur/ace 2,, représentée par les équations (19). 
Des formules (19) on tire sans difficulté 



(21) 



^ àKi ^à^y ^.àr), 
as Os ' ()s 


2^(p) 

I -H sSq 


^ â^i ^ dix -àni 
'^ as Os Os 


— (l -]-SSq) 


Osq Osq ôsq 


(l -h SSq) 



\d7J ' 
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Kcrivons l'équation du plan tangent à la surface 2, sous la forme 

on aura les coordonnées du point de contact en joignant a la précédente les 
deux équations 

«Toii Ton lire, en particulier, 

ox ^ os OSq 

I H- sSq 

Kn différentiant les équations (22) par rapport à .v et Sq successivement 
cl en tenant compte de la relation (23), il vient 



âçi .Ofii (9Ç, (P 



Cl) 



ds as " as as* 



dix àrii à^i d-(ù 

ôs^ âso osq ôsl 



âli .Orii à^x à* M ()*fj) <)s ' ^^ (h» '_ 

as as as as ôSq ' Os ôsq i H- ss„ 

Portons ces valeurs dans l(?s formules (21), nous trouvons les é([ualions 
suivantes, qui déterminent o) en fonction de 5, Sf^, 



(i4) 






(.0) (,^.,„„,___,__.v„-^- + ,,.^..,.|^/M. 



Soit 






imaginons qu'on ait remplacé dans 12 la fonction co par une intégrale quel- 
conque des équations ('2\ ); on vérifie aisément, en tenant compte de l'équa- 
tîon (17), que l'on aura 



as osq 
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(le sorte que Q se réduira à une constante A; o) — A sera alors une inté- 
grale commune des équations (24) et (aS), et l'intégrale générale de ces 
trois équations sera 

oj — A -H x{sSq— i) -h ^s -^ ySQy 

a, 3, Y désignant trois constantes arbitraires. Les surfaces S, correspon- 
dantes ne sont pas distinctes; elles se déduisent toutes de Tune d'elles par 
une translation arbitraire. 

On peut même ne pas tenir compte de Téquation (25); en effet, si co' est 
rintégrale générale des équations (2Î) et (^5), l'intégrale générale des 
é(juations (24) peut s'écrire 

fjj = oj' -h H ( I -h .Wu ). 

incite transformation revient à remplacer une surface ï, par une surface pa- 
rallèle, ce qui ne change pas la développée. Tout revient donc à trouver 
une intégrale conimune des équations (^24); ces équations sont compatibles, 
d'après la relation (17), et l'intégration n'exige évidemment que des qua- 
dratures. 

Les lignes de courbure de la surface 1, sont données par l'équation diffé- 
rentielle 

Os*' - Osl '^''' 
(|ui devient ici 

-/- ^5 m -r^ f/sQ ^n o ; 

os OSq 

un des systèmes a pour équation p = consl. C'est précisément le système 
qui correspond aux lignes géodésiques de paramètre i' de la surface 2. 

Kn résumant tout ce qui précède, on peut donc énoncer la règle suivante : 

Soii p une infr^ralr de Véquation 

as ÔS^ (^I -t- 5.Vç)-' 

déterminons une intégrale commune co des deux équations compatibles 
le plan qui a pour équation 

\ (5 -r- Jf,, ) -i- I Y {S^ — s)-f-'A[^ SS^ — I ) — 0) -: O 
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em^eloppc une surface 2,, doîit un des sysièrnes de lignes de courbure 
est donné par V équation ^ = const. La développée de la surface 2,, 
formée par les développées des lignes de courbure de ce système, est une 
surface 2, dont le carré de Vêlement linéaire peut être ramené à la 
forme • 

citi^-h 2[ii -+- ^(v)](tv^; 

les lignes géodésiques de paramètre v sont les développées des lignes dr 
courbures de^^. 

On obtient ainsi toutes les surfaces 2, dont l'élément linéaire a la 
forme précédente. 

9. Les rayons de courbure principaux de 2| ont pour expression 

^^^^- 1 Os âso' 

on voit que la somme R -f- K' conserve une valeur constante quand on se 
déplace sur une ligne de courbure du système /> = const. Cette proj)riéh'* 
est caractéristique; si une surface est telle (pie la somme des rayons de 
courbure principaux conserve une valeur constante le long d'une lign(* de 
courbure de Tun des systèmes en variant suivant une loi quelconque (piand 
on passe d'une ligne de courbure à une autre du même système, le carn» 
de Télément linéaire de Tune des nappes delà développée (celle qui corres- 
pond à ce système de ligne de courbure) aura la forme 

Soit, en effet, du^-f-CJdv^ le carré de cet élément linéaire quand on 
prend pour lignes coordonnées les géodésiques (|ui sont les développées (l(\s 
lignes de courbure et leurs trajectoires ortbogonales. Si en cbacjue poinl 
(m, (-*) on porte sur la tangente à la géodési<|ue de paramètre v qui pass(» 
par ce point une longueur égale à u, Textrémité de cette longueur décrit 
une surface normale à toutes ces tangentes, dont les rayons de courbure 
principaux auront pour valeur 

R — //, W'zizu rV; 

la somme R -h R' devant rester constante quand on se déplace sur une géo- 
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désiqiie ((^), il faudra que Ton ail 

du 

on • 

âC 

du I 



on en lire 

<M il suffil de remplacer la variable (' par une fonclion convenable de v pour 
avoir la forme précédente. 

Toutes les surfaces 2,, jouissanl de la propriété précédenle, satisfont à 
un<* méuKî équation aux dérivées partielles du troisième ordre que Ton peut 
former comme il suit : Imaginons que Ton ail pris a; et ^ pour variables in- 
dépendantes et soient jr>, q^ /*, ,v, /, . . . les dérivées partielles de z. De l'ex- 
pression bien connue de R -h IV au moyen de/?, q^ r, s, /, on déduit 

ci(\\ -h R')= P, cijc -h Q, dv = o, 
L*, et Qi contenant les dérivées partielles de ;; jusqu'au troisième ordre. 

dy P 

Kn portant la valeur de •^= — tt dans Téquation différentielle du se- 
cond degré qui détermine les lignes de courbure, on obtient l'équation du 
troisième ordre cherchée. 

(^es remarques se généralisent sans difficulté. Considérons une surface 
applicable sur une surface réglée; en prenant pour lignes coordonnées les 
géodési(jues qui correspondent aux génératrices de la surface réglée et leurs 
trajectoires orthogonales, le carré de Télément linéaire aura la forme 

d^* ~ du^ -H (a «* -h 2 J3 // -f- y ) ^i', 

a, ^, Y étant des fonctions quelconques de r. La même construction que 
plus haut donnera une surface dont les normales seront les tangentes aux 
géodésiques (r) et dont les rayons de courbure principaux seront 

(xti -h P aw-hp 
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réiimination de ii conduit à la relation 

amr4-(3(R4-ir)H-/ = o. 

On voit que, le long d'une ligne de courbure, les rayons de courbure [)riu- 
cipaux vérifient une relation (rinvolulion dont les coefficients varient (juaiid 
on passe d'une ligne de courbure à une autre du même système, lîéci- 
proquement, si une surface jouit de cette propriété, une des nappes de la 
développée est applicable sur une surface réglée. La démonstration se fail 
comme plus haut; on a à déterminer C par Téquation différentielle 




o 



c 



ô7i 



dont l'intégrale générale est 



c = 9i(*')v'«"*-+- ^?" -^y- 

On a donc la proposition suivante : *S/ unrsur'/acc est telle que, le lo/t*^ 
(Vune ligne de courbure de l'un des systèmes, les rayons de courbure 
principaux sont liés par une relation d'imolufion, dont les coej/icienfs 
varient suivant une loi quelconque quand on passe d'une ligne de cour- 
bure à une autre du même système, la nappe de la déK^eloppée qui cor- 
respond à ce système de lignes de courbure est applicable sur une sur- 
face réglée, de telle façon que les développées des lignes de courburr 
précédentes correspondent aux génératrices de la surface réglée. 

Cette construction donne toutes les surfaces applicables sur les surfac<»s 
réglées. On verrait, comme tout à Theure, que les surfaces dont les lignrs 
de courbure satisfont à la condition précédente véiîfîent une équation aux 
dérivées partielles du quatrième ordre. Je ne m'arrêterai pas davantage sur 
ces généralités, qu'il serait encore facile d'étendre. 

10. Si la fonction 'i^{p) est quelconque, on ne sait pas intégrer l'équaliou 
du second ordre 

ôsds^ (14-5.Ç0)*' 

on connaît cependant quelques cas où l'intégration est possible. Si ']^ {p) =^ o, 
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on a pour Tinlégrale générale 

/^ -/(^0-+-/o(-0, 

/(.v),/o(*o) étant deux fonctions arbitraires. Les surfaces S, sont des sur- 
faces niinima; la somme R 4- 11' étant constante, les deux nappes de la 
développée sont applicables Tune sur Tautre. Si ^(p) =^ Pi Téquation aux 
dérivées partielles devient 

Ô^p I 

.-- .■ _ • 



OsÔSq (iH-55o)" 

rintégrale générale est 

Les surfaces 2 correspondantes sont applicables sur le paraboloïde de 
révolution. Ces deux exemples étaient connus depuis longtemps. M. Wein- 
garten en a signalé un autre, qui est très remarquable, celui où 



Téquation (17) devient 






20 -- 
a-\ e" 



ô^p a 



Ln posant 
il reste 



Os Osq ( I -h ssq)^ 

p i=aL(i -i-55o) 4-tr, 






as ôsq a 



équation qui se niméne immédiatement à ré(jualion de Liouville. L'élé- 
ment linéaire des surfaces 2 prend la forme 

(h^ = chi^ -h 2 \ // -h ai' 4- ^e " / r/i'*, 

(jue Ton peut ramener à la forme de Liouville 

On peut donc déterminer par des quadratures toutes les surfaces dont 
rélément linéaire est réductible à cette forme. Je n'insiste pas davantage 
sur cet exemple, qui sera sans doute étudié en détail par M. Weingarten. 
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Dans la Mole déjà citée des Comptes rendus ( t. CXII, p. 708), j'ai indiqué 
rapidement un nombre illimité de cas où Ton peut obtenir explicitement 
rintégrale générale de l'équation (12) ou, ce qui revient au même, do l'é- 
quation (17). Supposons que ']^(/>) soit de la forme 

les équations (12) et (17) deviennent 

On reconnaît là une des formes de Tcquation E(P, ^), étudiée en détail 
par M. Darboux (Théorie des surfaces, t. II, p. 54). Si Ton pose 



2 A* H- 2 ^= /;i ( m — I ), 



réquation (26) peut s'écrire 



(26') ,„ ,, _ _. ,^, , 



ôôû)^ "" (a— 3)= 



l'intégrale générale s'obtiendra sous forme explicite par l'application dr la 
méthode de Laplace, toutes les fois que /// est un nombre entier. Si /;/ (»st 
quelconque, l'intégrale générale s'exprime au moyen de doux quadratures 
partielles. Avec cette valeur de ']^(/?), Télément linéaire prend la fornu» 

en posant ç = ^2^, on obtient la forme équivalente 

qui, d'après un théorème général de M. Maurice Levy, convient à d(»s sur- 
faces spirales. Ainsi, on peut obtenir y par des quadraturesy toutes les sur- 
faces pour lesquelles le carré de Vêlement linéaire possède la forme 

(27) r/(T'=rû?M'-h j — m(//l — l) L//% 

foutes les fois que m est un nombre entier, 

Fac, de T. - V. V.,\ 
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Si m = o, l'inlôjcrîile générale de réqualion (26) esl p =/(s) -h/^Çs^,); 
on rcironve, comme nous l'avons déjà remarqué, les développées des sur- 
faces minîma. Si m = 2, l'intégrale générale de (26) esl, avec les variables 



p—f'{s) 4-/o(.0 — 2 



.ç^o 



les surfaces 1 correspondantes ont (léjàéléol)lenuesparM. Weingarten ( ^). 
Si m = !i, rinlégrale générale esl ( ') 

les surfaces 2 correspondantes, ainsi que celles que Ton ohlienl pour dos 
\aleurs de //ï supérieures à 3, ne paraissent pas avoir été étudiées jusqu'à 
|)résenl. 

Lorsque m esl un nombre entier, et qu'on a obtenu sous forme explicite 
l'intégrale générale de l'éijualion ( 2()), il ne paraît pas possible de faire dis- 
|)araître les quadratures qui figurent dans les expressions des coordonnées 
;. Tp î^; mais on peut toujours choisir les fonctions arbitraires qui entrent 
dans l'intégrale générale de façon à pouvoir effectuer ces quadratures; il 
suflîra, par exemple, de choisir poury(.v) une fonction rationnelle et pour 
/«(.v^) la fonction conjuguée. 

Kemanjuons aussi (jue, lorsque ;;/ est quelconque, on peut toujours 
trouver, sans aucun signe de quadrature partielle, une inlinilé d'intégrales 
rie Técpiation ( 2()). 

1 1 . La forme ( 27 ) de Télémenl linéaire convenant à des surfaces spirales, 
on sait, d'après un résultai génénil de M. Sophus Lie, que la recherche des 
lignes géodésiques se ramène à l'intégration d'une équation du premier 
ordre. Si Ton dév<»lopp(» les calculs, on est conduit à un cas particulier de 
l'écpialion de la série hypergéométrique. 

Prenons Télément linéaire sous la forme 

^/(y* = ^///* -h 3 [// — (^ -f- i)i'-]<Yi- ; 



(M American JaurFial of Mathematics, l. X, p. ly-. 
(-) Nachrichten de Oôtti/if^ue : 1887. 
(') American Journal, l. \, p. 197. 
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on aura 

^fj — ^ 

3 M — 9. ( k -f I ) i- 

Cherchons les caractéristiques de réquation aux dérivées parlii^lles AO = i , 
c'est-à-dire 

^38) ,i„_(X-+.)."][(0-.]-.(^y=o: 

les équalioiis différentielles de ces caracléristi(iues sont 

du dv — dt d\v 



(29) 



[\t[u —{k -\-i)v^\ i\v 2(^«— i) 4(^-M)i(/*-- I) 



en posant, pour abréger, 



t— -— , ir — — 

ou ov 



Des trois derniers rapports on tire 



div . , . r/r ir 



dt ~ ^ ' ^ ' (it~ i-t^ 

et, en éliminant c, on est conduit à Téqualion linéaire 

- d^w , , , • 

(i — ^M-^ -+-3(A-i- i)ii' — o: 

si Ton pose / = i — i>^, cette dernière équation se ramène à ré(|ualion di* In 
série hypergéométrique 

d^o 
(3o) 3(1—3) -7^^ -h 2(A -}" I )9 — 0. 

Soit vv = o(r) rinlégrale générale de (3o). On aura 

— 2(A: H- l)(' =-;-—-- -7- ~ o (3), 

^ ^ dl dz dt 2 ' ^ 

et par suite 
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quant à l.i valeur do w, on la déduit de Téqualion AO = i , c'cst-à-dirc 
Les lignes géodésiques de rélénient linéaire 

rfw'4- 2[i/ — (X- -h i)i'^]dv^ 

sont donc représentées par les formules 



j^^ç'(.). «= _^l_^^'.(c)+^^!^^, • 



z désignant une variable auxiliaire et <f(z) l'intégrale générale de Téqua- 
lion (.io). 

lirmarrjuf*. - - En j)renant l pour variable indépendante dans les équa- 
tions diflërentielles (2Ç)), nous avons supprimé la solution / = i, iv = ci; 
V = const. 

Si Ton remplace 'ik -f- 2 par m(m — i) dans réquation(3o), on alVnjua- 
lion de la série liypergéométrique pour hupielle 

y =1 o, a = — /w, J3 =1 m — I ; 
elle admet l'intégrale 

cpii se réduit ici à 

9i = c(i — z) F {m -h 1 , 2 — m, vi, z). 

Pour avoir l'intégrale générale, remarquons que Téquation (3o) admet 
rintégrale première 

(Toii Ton déduit 

Si //^ est un nombre entier ^2, 9, se réduit à un polynôme de degré ///, 
et rintégrale générale s'exprime en termes finis. Dans ce cas, si Ton reniplac**, 

dans ré(juation (3i), z, 9, -~ par leurs valeurs en fonction de (', y-, . j ou 

voit que Téquation des lignes géodésiques admet une intégrale de degré m 
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en -T-> Y^- Si, en particulier, m = 2, il y a une intégrale du second degré ; ce 

qui est bien d'accord avec le résultat de M. Weingarten, Télément linéaire 
correspondant pouvant être ramené à la forme de Liouville. 

12. Il nous reste à montrer comment on peut obtenir les surfaces spirales 
qui admettent l'élément linéaire précédent. Toute surface spirale ayant Oz 
pour axe est caractérisée, comme on sait, par cette propriété : si l'on fait 
tourner cette surface d'un angle quelconque autour de Oz^ la nouvelle 
surface est homothétique à sa position primitive par rapport à un point de 
Taxe des ^, que nous prendrons pour origine des coordonnées. Soient, 
comme plus haut, a et ^ les variables qui fixent la position d'un point sur la 
sphère de rayon 1 , /> la distance de l'origine au plan tangent d'une surface S. 
Toute rotation autour de O j s'obtient en multipliant a et ^ par un même 
coefficient /«; pour que la surface S soit une surface spirale, il faut et il 
suffit que la distance/? soit en même temps multipliée par un facteur con- 
stant, ne dépendant que de h. Soit/? =zf(^0L, ^); la fonction /(a, ^) devra 
satisfaire à une équation de la forme 

On déduit de là que la fonction ^(h) doit vérifier Téquation fonctionnelle 

ce qui exige qu'elle soit de la forme 

9(/0 = A'-; 



) 
e- 



la fonction /(a, P) sera une fonction homogène de degré /• de a, ^. On ol 
tient, par conséquent, toutes les surfaces spirales, considérées comme env 
loppes du plan mobile 

en prenant ipouv p une /onction homogène quelconque de a, p. Si le degré 
d'homogénéité est zéro, on a une surface de révolution. Appliquons c<»ci 
aux surfaces S, définies par des valeurs de p satisfaisant à Térjuation (2G ) 



E.3o 
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cVst-à-dirc pour lesquelles la somme des rayons de courbure principaux 
esl proportionnelle à la distance de l'origine au plan tangent. Il faut ciuTcher 
les solutions homogènes de cette équation; posons pour cela 






//z.-a'XO, 



on est conduit, pour déterminer ç(Oj ^ Téquation linéaire du second ordre 



(i2) 



^(i~0'?''(0-('--i)('-0'?'(0-(2A- -h 2)9(0=0, 



(|ui n'est encore qu'un cas particulier de l'équation de Gauss. Avec les 
variables s, Sq, une solution homogène sera de la forme 

<»t la fonction ^ devra être une intégrale de l'équation 



(33) 



M(n-M)^'(M)-h(r-+-i)(i-h«)^'(M)-^(2A--i-a)vp(M) = o. 



Supposons que l'on ait obtenu pour ^ une solution homogène de degré r 
en a, P; je dis que les écpiations (2/1) déterminent une fonction co, homo- 
gène et de degré 2/* en a, ^ ou de la forme 

et que cette solution w peut être obtenue sans aurunr qnadratuv(*. Posons 



US ÔSq 



s 



Os OSn ' 



des équations (24) on tire 



Os 
âso 



Uk^i) âp 

1 -H SSo 

4(A' 



1 -hSS, 






ou, avec les varial)les a, p, 



^d« 









àpY 



-(Il 



!! 
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Nous avons dans le second membre des fonctions homogènes en a, f(, de 
degré 'ir — i . Or, lorsqu'on a une différentielle 

OÙ / et ç sont des fonctions homogènes de degré q^ (? -♦- i < o), on a im- 
médiatement, d'après le théorème des fonctions homogènes, une fonction 
admettant cette différentielle totale, 

«/(«.(3)-h(3y(«,(3) 

Appliquons ceci à notre exemple particulier; nous en déduirons pour S 
une fonction homogène en a, ^ de degré ir. On aura ensuite 



dV . ^ /âpy âP ^ 



ou, avec les variables a, P, 

d'où l'on tirera pour P une fonction homogène en a, ^ de degré 2/- — i . L(»s 
équations 



ou 



ds *' 


S-^--)^:)'' 







donneront de même pour Q une fonction homogène de degré 2.r — i . Knfm 
les équations 



ou 



as - *^' âso ~" ^ ' 






fourniront pour w une fonction homogène en a, ^ de degré 2/\ Pour les 
mômes raisons que plus haut, le plan représenté par l'équation 

X(.y H- Sq) -h/Y(.Vo — s) -i-Z(55o-l- i) — &) = o 
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enveloppe une surface spirale 2,, dont la développée Z sera également une 
surface spirale. Il semble que ces surfaces dépendent de trois constantes 
arbitraires, r et les deux constantes qui entrent dans l'intégrale générale de 
Téquation linéaire (32). Mais il est à remarquer que toute solution homo- 
f(ène est de la forme 

«'■(Ci9i-hC,9,). 

Celte intégrale ne change pas quand on multiplie C, et C, par un même 
coefficient, pourvu que Ton multiplie en même temps a et ^ par un autre 
coefficient convenable, ce qui revient à faire tourner la surface autour de O z. 
Les surfaces obtenues ne dépendent donc en réalité que de deux constantes 
arbitraires, ce qui est bien d'accord avec le théorème de M. Maurice Levy. 

Pour obtenir des surfaces spirales réelles, il faut trouver des intégrales 
homogènes de Féquation (2G) qui prennent des valeurs réelles lorsque a et 

— ô sont imaginaires conjuguées. On voit sans peine qu'il faut prendre 

|)our /• une expression de la forme /?/, /t étant une quantité réelle. Soit alors 



une intégrale de Téquation (26); p = 'SÔ^'9o(-5*o) sera aussi une intégrale et 
la somme 

p = .v'''9(55o) -h .v'"9o(5.Vo) = 5^" [9(5^0) -+- (Wo)-'^''9o(55o)] 

donnera des surfaces spirales réelles. 

Dans Féquation (32), faisons le changement de variables 

9(0 = (^-i)'"5, 
en supposant 2/1 -f- 2 = m (m ~ i); il vient 

(Test Téquation de la série hypergéométrique pour laquelle 

a = m, (3 = 7/1 — /*, y ^= * — '*• 

Une des intégrales peut s'écrire 



(i-0-*F(^a,y-?,y;^-); 
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elle devient ici 

et se réduit à une fraction mtionnellc toutes les fois que m est un nombre 
entier, quel que soit r. On peut donc obtenir y sous forme finies les équa- 
tions d'une infinité simple de surfaces spirales admettant l'élément 
linéaire 

ct(7^ = ctti--h - —m(m — i) L//», 

toutes les fois que m est un nombre entier. 
L'équation (34) admet l'intégrale première 






et l'intégrale générale sera 



F(/?î, I — m, ' — '•) j37jj 



13. Dans les équations (2^1) faisons le changement de variables 



elles deviennent 



I T. 

5 =: a, 5„ — — ^ > W — "ô *, 



d^n __ (g — (3)' fdp\- 



(^i') 



(dp 
\0^. 



âx^ (3 

â^ _ (g -(3)' /c^y 



tandis que l'équation du plan tangent à la surface 2, devient 

X(i — a3)-+-iY(i-+-a?)H-Z(aH-(3)-4-7: = o. 

Si la fonction p est homogène, les équations (2.V) donnent très simple- 
ment pour 7c une intégrale homogène. On en tire en effet, en posant 



(a- 



^m'=«- ^*(i)'=H. 



(3 

<) / d*r. \_ dll <) / <^'7^ \_ <^Hi. 

dx [âx d^l ~ 0? ' 0? \àx dp) ~ âx ' 

Fac.deT.—\. E.J 
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si r est le degré d'homogcnéité de p^ H et H, seront de degré 2r 
déduira 



I ; on en 









doc 



2r — I 



En remontant ensuite de proche en proche, on en tire successivement 



ài: 

(h: 



— I — ^ 



dp 



^ dx 



) 



2/* 



ai a 






2r(a/' — i) 



ÔOL 



) 



2 r ( 2 /• — I ) 



pu. 



<^rc 



dn 



TT = 



d« "^«^IS _ a»H-t-P*H, 



2/'+ 1 



la^ia 



dp 






) 



2 /• ( 2 /• -+- I ) 2 /• ( 2 r — I ) ( 2 /• -h 1 ) 



Ce résultat est illusoire si r est nul ou égal à ±: ^; mais ces valeurs de /\ 
on Ta déjà remarqué, ne conviennent pas à des surfaces réelles. 



REMARQUES 



SUR LE 



THÉORÈME DES ÉTATS CORRESPONDANTS, 

PAR M. E. MATHIAS, 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Introduction, — Ce travail a pour objet de vérifier, par des résultats 
expérimentaux, la loi théorique des états correspondants due à M. van 
der Waals, et suivant laquelle toute relation physique entre le volume r, 
la pression p et la température absolue T d'un corps ne dépend que des 
rapports de ces variables aux valeurs it,ç,0 qu'elles ont respectivement au 
point critique. 

Ainsi, par exemple, la relation entre la densité de vapeur saturée S et la 
température absolue T est de la forme 



i=/a) 



la fonction y étant la même pour tous les corps, et A étant la densité cri- 
tique, lien serait de même pour la densité du liquide et la pression do la 
vapeur saturée. 

M. van der Waals est arrivé à ce théorème en faisant, dans Téquation 
caractéristique des fluides 



(i) 



(/^-^- -.)(*'- ^)- HT 



c[u'il a proposée, le changement de variables suivant : 

^ = £7:, r^z/iç, T = /wB; 
si, en même temps, on remplace dans l'équation (r) -î:,^ et en fonction 

Fac. de T, — V. F. I 
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•i-r a. bel It, on obtient la relation 

2 (eh — i)(3/i — I) — 8/fi 

qui est purement numéri<iue, commune à tous les corps, el d"oii M. vaii 
<1«T NVaaIs a déduit son théorème (* ). 

L Les nouvelles variables t et m sont évidemment comprises entre o 
el I : quant à /i, il varie entre J el -h oc. En effet, Téquation (2) donne Tîné- 
galité de condition 

( i) 3/1 — I ^o, ou «^5- 

Entre 1 el -hx), /i se rapporte à la vapeur saturée; entre ^ et i , iJ repré- 
sente l'état liquide. Il s'ensuit cette conséquence : 

La densité critique d'un corps est toujours supérieure au tiers de ta 
plus grande valeur obsen-ée de la densité du liquide (^). 



(1) On arrive au mtîme résultat en partant de la formule de Clausius 

[/'^fr.^]*'-'> = "'^' 

comme M. van der Waals l'a montré lui-même (voir Coniinuiiàt, etc., trad. Roih, p. 1^9). 
Il suffit, à une très petite modification près, de faire le changement de variables précédent. 
en posant 

(3) P = ir., r -h p = /i(o-+-3), T=:/iie, 

et l'on retrouve Tcquation caractéristique réduite (1). 

On peut, comme M. Sarrau, générali«*er encore [>\us(Re\'ue scientijîque du aîjuîllet 1891. 
p. 102) et trouver, pour l'équation générale des fluides 



[/'-,-^,](^--) = RT, 



l'équation réduite applicable à tous les corps; mais le changement de variables qu'il faui 
faire n'a plus sa simplicité primitive. 

I^a forme la plus générale de l'équntion des fluides qui donne l'équation réduite (i) avec 
le changement de variables ( 3), ccst-tt-dire qui obcit au théorème des états correspon- 
dants sous sa forme simple, c«t 






(y — y.) = RT. 



(*) Lorsque l'isotherme réduite est obtenue par le changement de variables (3), cet 
énoncé ne doit pas ^\rc, modifié. On a, en efl*et, dans ce cas 



^> 



q' I 6'= densité du liquide, 

-f-2p8' I A S3 densité critique. 
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Cet énonce permet de trouver iinmédialement une valeur approchée par 
défaut de la densité critique. Voici cpieUpies vérifications : 

5'= la plus granilc 
ilcnsi lé observée 6' 

Corps. du liquide. 3 A --densité critique. 

Acide carboiiiq.ie i ,o'i7 o,'}"» >. o,4'>o 

Élhylène <>,4i4 o,iJK 0,9.10 

Protoxyde d'azoto i ,oo3 o,3H'i 0,410 

Acide sulfureux 1 , 5 13 o , 5o4 <> , '>>.o 

Éther « w'^t» <> î'M 5 (o , v.6o) 

Acide chiorliydrique i,>7 o,4v.J iOy\Çv>.) 

Oxygène i ,M 0,4 13 (o,4o:>) 

Azote o ,8(>() o,'^8() (o, 9.(^6) 

Formènc <>,4ï> o,i38 (o,i43) 

Ammoniaque o/ïlo t>,2»7 (o,a387) 

Pour que V inégalité considérée approche le plus possible de l'égalité , 
il faut que la densité du liquide soit prise à la température la plus 
éloignée possible de la température critique; c'est précisément ce qui a 
lieu pour l'acide sulfureux, Tétlier, roxygéne, Tazote et le formène. 

La vérification de ce fait ne peut pas se faire au même degré sur tous les 
corps. En effet, abstraction faite de la surfusion, la plus grande valeur de 
la densité du liquide correspond a la température de solidification. Or c(» 
phénomène se produit pour des valeurs très différentes de la pression, ou 
mieux de e; ainsi l'acide carbonique solide, à sa température de solidifica- 
tion (— 57**), a une pression de 5*"", 3 d'après Faraday (k = -^* ;. environ), 
tandis que l'eau se solidifie pour £ = j^^ environ. De même, l'acide sulfu- 
reux, l'éther, l'azote se solidifient pour de très petites valeurs de e; aussi 
pour ces corps V inégalité (4) peut-elle se rapprocher presque indéfiniment 
de y égalité; pour l'acide carbonique, au contraire, à — 67°, la densité du 
liquide, d'après les calculs de M. Sarrau {Comptes rendus, t. CI, p. i i/jS; 
i885), est voisine de 1,209, ^^"^ ^^ Xàqvs est o,/|0^î tandis que la densilé 
critique est o,45o (* ). 

Dans un Travail récent (*), M. Battelli a mesuré directement les vo- 
lumes critiques du sulfure de carbone, de l'eau et de l'éther. Il a trouvé 



(*) Les densités critiques mises entre parenthèses dans le Tableau précédent ont été cal- 
culées dans le courant de ce travail. On remarquera que le nombre relatif à Toxy^cne est un 



8' 



peu plus faible que — ; cette particularité sera expliquée plus loin. 

(*) A. Battelli, Journal de Physique [2J. t. X, p. i3j> et i3'»: iSi)i. 
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ff**j>*fcUvenieiil 2**,Gii — i*^%8i2 — 4"',8, ce qui donne pour les dcnsilt>s 
«'riliqu**» leg nombres 

0,377, 0,-407, 0,208; 
-i Ton prend le tiers de la plus grande densité à Tétat liquide, on trouve 

o,'|3'» 0,333, 0,1 i5, 

n* qui contredit ronnellenient Tinégalité (f^). Cela s'explique siinplenicnl. 

Quand on mesure la densité critique d'un corps, on part du liquide ou de 
la vapeur saturée et Ton élève la température jusqu'à la température cri- 
tique. Or, il faudrait maintenir rigoureusement le tube-laboratoire à cette 
température, ce qui est impossible : i** parce qu'on ne la connaît pas exac- 
tement; 2? parce que les régulateurs de température donnent au plus le ^ 
de degré. On sait avec quelle rapidité les deux sortes de densités varient au 
voisinage de la température critique et quelle est la petitesse de la chaleur 
de vaporisation dans ce cas; il suffira qu'un premier point du corps arrive 
à la température critique pour que Tétat critique se produise. Par suite, la 
densité critique observée sera, dans le premier cas, une densité de liquide, 
dans le second, une densité de vapeur saturée; la première méthode don- 
nera une densité critique trop forte (elle a donné à Wroblewski o,Go pour 
Toxygènc et o,4^i pour l'azote) (*), la seconde donnera une densité criliqui» 
trop faible (c'est le cas de M. Battelli) (*). 

Kn résumé, la détermination directe et précise de la densité critique pa- 
raît difficile, sinon impossible, el il faut considérer cette quantité comme 
la limite de la moyenne arithmétique des deux sortes de densités lorsque 
la température tend vers sa valeur critique, 

2. M. van der Waals a vérifié le théorème des états correspondants sur 
les données expérimentales qui existaient en 1881, principalement sur les 
tensions de vapeurs et les coefficients de dilatation. Je me propose de faire 
la même vérification sur les deux sortes de densités. 

Densité des vapeurs saturées. — Los seules qui aient été mesurées au 

(M On remarquera que ces deux nombres sont proportionnels au\ densités critiqurs 
0,405-0,296 que donne le tliéoréme des étals corre«pondants. 

(») M. Ph.-A. Guyc avait déjà remarqué, sans (expliquer, que les volumes critiques de 
M. Battelli sont trop grands {Thèse de doctorat, p. ri8; 1891). 

Voir, au paraj^raphe Vf de la deuxième thèse, les formules qui permettent de calculer ta 
densité critique ramenée à o' et à i""", dans laquelle intervient la densité critiqur. 
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voisinage de la température critique sont celles de Tacide carbonique, du 
proloxyde d'azote, de Téthylène, de l'acide sulfureux, de l'acide chlorhy- 
drique et de l'étlier. 

Les formules empiriques, que M. Cailletet et moi avons données (* ) 
pour représenter, dans un intervalle de Go** environ à partir de la tempéra- 
ture critique, la densité des deux premiers corps, s'écrivent avec la notation 
de M. van der Waals : 

CO* 0=1, 295 ( I — m — 1 , 1 3o ^ I — m o , 679 'i ) 

AzO = 1 , 169 (i — m — 1 , 1^4 V^' — /y» -4- o,58o ) 

Il est évident que les parenthèses sont des fonctions identiques de m: 
c'est l'expression même du théorème des états correspondants. On peul 
donc préi^oir que la densité de vapeur saturée de l'acide sulfureux, de rélhy- 
lène et des autres corps étudiés sera représentée par une équation de moine 
forme. Celle de l'acide sulfureux est, en effet, représentée très exactomeni 
(Mitre -h 7 >® et 4- i56** par la formule (*) 

SO- 5 m 1 ,4328(1 — m — 1 , i4o v''i — m 4-0,579 ), 

comme le montre le Tableau suivant : 



i. 




Observé. 






Culculé. 


Diffé 


rencr 




7^ï7 




0,0 ',64 






o,oîJ7 


— 0, 


0007 


9«,o 




o,oG/!G 






0,06'19 


— 


4 


100,6 




0,0787 






0,0789 


-^ 


1 


123, 




0,1 340 






0, i38o 


-- 


40 


r.>.5,o 




0, \\>.-i 






0,1453 


-r 


3i 


l'iOjO 




, 1 607 






o,i6j5 


-h 


18 


i3S,o 




o,i88H 






0,1896 


-t- 


8 


137,0 




o,2o4o 






, 9006 


— 


3i 


«39, > 




, 9- 1 J4 






0,91 56 


-f- 


9. 


i4i,> 




0,9.9.74 






0,9290 


— 


16 


i4',o 




o,'>.33r» 






0,2396 


-r- 


10 


i14,o 




0,9.496 






o,247« 


— 


18 


147,5 




0,9.8^9 






0,2794 





18 


»i9,o 




0,9.979 






0,2956 





16 


1 59. , 5 




0,349.6 






0,3450 




94 


>'i1.9 




o,ioi7 






0,4019 


-r- 


9 


( * ) Journal de Phys 


iqiie, 


2* série, t. 


V; 


décembre 1886. 




(«) Qui devient, avec 


la notation habituelle, 









= 1 ,0019 — 0,00334/ — 0,07887 v^i56"-- /. 



F.6 E. mathiàs. 

La vapeur saturée de réthylcne est représentée entre — 3o® cl -h <f^ 2 
par la formule ( ' ) 

C^ H* a = o, 54645 (i — m — 1 , 108 v^r^^ -h 0,576* ) 

comme le prouve le Tableau suivant : 



/. 


Observé. 


Calculé. 


Différenrc 




— 3o,o 


0,0329 


o,o3i2 


— 


,0017 


— 7.5,0 


o,o3'J7 


o,o36i 


— 


/ 


Ti'ijO 


o,o389 


o,o387 


— 


'Jt 


—16,0 


o,o5oi 


o,o488 


— 


i3 


—11,1 


0,0528 


0,0576 


-*- 


48 


— 9,'> 


o,o63i 


o,o6i'« 


— 


20 


- 5,0 


0,0727 


0,0727 







— ^,0 


o,o83i 


0,0820 


— 


1 1 


- o,i 


0,0860 


0,0876 


__ 


16 


- 3,3 


0,1004 


o,iol7 


-*- 


43 


- 3,6 


o,io33 


0, to66 


— 


33 


: 4 , > 


0,1127 


, I I 22 


— 


•j 


-6,1 


0,1233 


0,1235 


— 


2 


~ 8,0 


0,1 400 


o,i438 


— 


38 


-^ 8,9 


0, i5oo 


0,1617 


— 


«'7 



Les expériences d'Avenarius (') sur la vapeur saturée de Téther se re- 
présentent delà même façon, entre -h i4o® et 4- 189^,5, parla formule ("' » 

CMI^M)' a = 0,690(1 — m — 1 , 124 v^i — m 4-0,579* ) 

Calculé. Différence. 

o,o524 o 

o,o55i -f-o,ooo8 

0,0599 — 3 

0,0629 ^ 1 

o,o66{ — 4 

0,0693 — 1^ 

0,0734 -^- 6 

0,0780 — 3 

0,0798 — 2 

o,o838 — 4 



1 « ^ • • • « 


Obftcnré. 







>1o,9 


0,057.4 


143,2 


0,0543 


147,^ 


0,0602 


»iîh' 


0,0625 


1 >2 ,0 


0,0668 


i^'3,9 


0,0679 


1 56 , 5 


0,0728 


• 5f,,2 


0,0783 


I^W>,2 


, 0800 


Mr>,J 


o,o83^i 



( 1 ; Otiî tlfslt^nif Hsrv \h noiHiton UaUiitKrWe, 



Z ■ t»^ %*^' o^fHtttjift^ii — o,o36<ïî ^\)'*^'^- — '• 
I*} Avf!^Aftff;ii, ffulirlin dr. t'Acad/mU de Saint-Péterthourg, l. XXIl: 1877, 



K " o/,fi r# />^M V;2 / — o , o36o6 /l 89", 5 ~ /. 
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/. 


Observé. 


Calculé. 


DifTérence. 


163*0 


o,o855 


o,o852 


<— 


3 


i64,8 


0,0884 


0,0889 


-h 




i65,o 


0,0895 


0,0894 




1 


166,9 


0,0938 


0,0936 


— 


2 


171,0 


0,1024 


o,io38 


-h 


i4 


«7i,4 


0,1121 


o,ii37 


-h 


6 


176,8 


0,l2l5 


0,1217 


-h 


2 


178,6 


0,1284 


0,1285 


•+• 


1 


ï79>o 


0,1299 


o,i3oi 


-r- 


2 


>79>7 


o,i344 


o,t33o 




14 


181,8 


0,1437 


0,1427 


— 


10 


182,4 


0,1454 


o,i458 


H- 


4 


i83,6 


o,i5o4 


0,1 525 


-h 


21 


i84,4 


o,i563 


0, 1575 


-+- 


12 


i84,8 


0,1579 


0,1601 


-+- 


21 


i85,2 


0,1616 


0,1629 


-f- 


i3 


186,7 


0,1773 


0,1751 




22 


188,1 


0,1905 


0,1907 


-f- 


2 


188,6 


o,ï949 


0,1984 


-+- 


35 


189,0 


0,2096 


0,2066 


— 


3o 
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Les expériences de M. G. Ansdell (*) sur la vapeur saturée de l'acide 
chlorhydrique sont représentées par la formule (^) 



HCI 



d = i,ai3i(i — m — i , 1 26 y/ 1 — m -h o , 679 j. 



Voici la vérification : 



t. 


Observé. 


Calculé. 


DifTérence 




4,0 


0,0624 


0,0619 


— 


,ooo5 


9/^^ 


0,0721 


0,0723 


-f- 


2 


i3,8 


0,0828 


0,0826 




2 


18,1 


0,0934 


0,0939 


-h 


5 


22,0 


o,io56 


0,1059 


-h 


3 


26,73 


0,1 23o 


0,1229 


— 


1 


33,4 


0,1537 


0,1 53o 


— 


/ 


39,4 


0,1911 


0,1899 




12 


44,8 


0,2359 


o,238i 


-f- 


f.-i 


48,o 


0,2736 


0,2821 


-h 


85 


49,4 


o,3ioi 


o,3io4 


-h 


3 


5o,56 


0,3335 


o,3463 


•+■ 


128 


5 1,00 


0,3577 


0,3697 


■+• 


120 



(») G. Ansdell, Proc. Roy. Soc, t. XXX, p. 117; 1879. 
(>) Qui devient, avec la notation habituelle, 

8 = 0,5984 — 0,00374 e — 0,07585 v/5i",25 — ^ 
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Les coefficients 1,295— 1,169— < j 4328 — o, 5464 — 0,690 — i,2i3i 
(les formules précédentes sont bien proportionnels aux densités critiques 
comme le veut le théorème des états correspondants, car on a 

0,45 -^'^>' o,4i -'*'^^» 0,52 -^'>^^- 

?A4Ë4-2 6o ^1^-2 65 12^1^-262 

0,21 0,26 0,462 

D'une manière générale, on voit que la densité de vapeur saturée est 
donnée, au voisinage de la température critique, par la formule à une 
constante 

^ = A(i — m — i,i24v^i — m -h 0,579 j, 

abstraction faite de la très faible variation des constantes numériques (*). 
Pour déterminer A, il suffit théoriquement de connaître la densité cri- 
tique A; mais quand on reprend la notation ordinaire des températures il 
faut, en outre, connaître la température critique. 

3. Densité du liquide. — Il existe très peu de données certaines sur la 
variation de cette quantité au voisinage de la température critique. 

Les expériences de MM. Cailletet et Matliias sur l'acide carbonique 
entre — 34*^ et 4- 21**, et celles de M. Ad. Blûmcke (*) sur le même corps 
entre o^ et 3o**, sont très bien représentées par la formule 

ô'= I ,o64(/w — 0,569 -+- 1 ,655 \J\ — /?i) 

qui est la traduction, avec la notation des états correspondants, de la for- 
mule empirique que M. Cailletet et moi avons donnée antérieurement. 

On représente, de même, avec une grande approximation, la densité de 
Tacide sulfureux liquide entre -+- 90** et -+- i56** (température critique) par 

(*) Cette formule peut s'écrire 

= A (0,579 — /i — mY -H o,o34 A /i — m. 

Les divergences des formules ne portent guère que sur le second terme qui n'a d'impor- 
tance que si Ton s'éloigne trop de la température critique; ces divergences peuvent être 
attribuées en partie aux impuretés des corps étudiés. Le carré s'annule pour m = o,66S; 
Mar lit ^o, 665 la formule empirique est absurde; pratiquement, elle ne convient que si 
miofio. 

(•) Ad. BlûMCKB, Journal de Physique, 2* série, t. VII, p. 570; 1888. 
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la formule ( • ) 

S'=: I ,a3i2 (w — 0,569 "*" ' »665y/i — m), 

comme le montre le Tableau suivant : 



/. 


Observé. 


Calcule. 


Différence. 


u 

90 


i,i55 


1,147 


— 


,008 


9^' 


I,i35 


I , i3o 






100 


i,ii3 


1 , 1 1 9. 


— 


I 


io5 


1 ,099. 


I ,o9>. 







110 


1 ,0695 


I ,0705 


1 


I 


iij 


1 ,o46 


1 ,047 


-H 


I 


l'iO 


1,019 


1 ,09.1 


-r- 


9. 


Ï9.^ 


«,990 


0,99*^ 


-h 


3 


i3o 


0,9575 


0,960 


-4- 


•2,5 


i35 


<>,9»9 


0,9x3 


-4- 


4 


i4o 


0,876 


0,880 


-4- 


4 


i4> 


o,8>.4 


o,89X) 


-T" 


'?. 


l'iO 


0,7 >9 


0,754 




) 


1 5?. 


0,7^-6 


0,715 




1 1 


i5'i 


0,706 


0,691 




IJ 


1O4 


O7679 


o,r>63 





K) 


I'J> 


o,6i7 


o,6u4 





i3 


i55,5 


OjGoo 


",597 




3 


i56 


, 5'j>o 


0,527 


-f- 


7 



On peut considérer la formule de Tacide sulfureux comme identique à 
celle de Tacide carbonique à un facteur constant près, ce qui justifie le 
théorème des états correspondants. Déplus, les coefficients de ces formules 
sont bien proportionnels aux densités critiques, car on a 

0,45 0,02 ' 

J'ai voulu mettre hors de doute la loi de M. van der Waals en ce qui 
concerne l'acide sulfureux et l'acide carbonique liquides, et utiliser directe- 
ment les nombres expérimentaux sans introduire les densités critiques qui 
ne sont qu'approchées. 

F^a première colonne du Tableau suivant contient les températures rela- 
ives aux densités expérimentales de Tacide carbonique liquide. 

La seconde donne les valeurs de m, c'est-à-dire —4 — 15-- 

' 273-4-31 

(1) Qui devient, avec la notation habituelle. 

0'= 0,080 -H 0,00287 -f- 0,0995 v/i56"— /. 
Fac. de T, — V. * F. 2 
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Connaissant /;«, je calcule la température correspondante de Tacide sul- 
fureux, et de la Table des densités de ce corps je déduis, par interpolation, 
les densités correspondant à celles de Tacide carbonique liquide ; les densités 
de l'acide sulfureux liquide se trouvent dans la 9* colonne; celles de l'acide 
carbonique dans la 3** (nombres de BlQmcke) (*), la 5* (nombres de Cail- 
lolct et Mathias) et la 7*^ (nombres donnés par la formule empirique). 

J'ai rapporté toutes le& densités de Tacide carbonique à celles de 20^ qui 

sont concordantes; les colonnes 4, 0, 8 donnent les valeurs du quotient*;r^- 

De même, la colonne 10 donne les densités de l'acide sulfureux liquide 
divisées par la densité correspondante 0,8715. Si le théorème des états cor- 
respondants est vrai, les nombres des colonnes 4? ^? ^ et 10 placés sur une 
même ligne liorizontale doivent être égaux : 



ce 


M. 

m. 






co». 


S". 




so«. 

6-. '" . 


0. 




^ ■ • 


0'. 


6' 


6" 








Û,o 




s:. 




6?. 




s;» 


J> 


0,78^.9 


» 


U 


» 


)) 


i,o48 


1,390 


1,^497 


1,434 


Jo 


0,800 


» 


» 


1 ,o3-2 


1,374 


I ,(»33 


1,370 


1,2261 


1,407 


ÀO 


0,H'i-2'2 


» 


u 


0,999 


1,330 


0,997 


1,322 


1,1784 


1,352 


— 10 


o,8Gji 


» 


D 


0,960 


1,278 


0,961 


1,274 


I ,I2l3 


1,286 





0,898 


o,9'^.3 


1,222 


0,912 


1,214 


0,911 


1,208 


I ,o588 


1,215 


-h 10 


«,9^09 


o,8:Vi>- 


1,128 


o,84-2 


1,121 


0,847 


1,123 


0,9811 


1,125 


-h }.o 


o,9r)J8 


0,735 


1 


0,751 


1 


0,754 


1 


0,8715 


1 


-T- iO 


o,99<i7 


0,549 


0,727 


o,5"io 


0,706 


0,556 


0,737 


0,6542 


0,750 



On voit par ce Tableau que l'écart entre la théorie et l'expérience suit 
une marche régulière et croît à mesure qu'on s'éloigne de la température 
critique. La comparaison des tensions de vapeur saturée de l'acide sulfu- 
reux et de l'éther, faite par M. van der Waals, donne le même résultat 
(voir Continuildly p. i3f). 

Qu'arrive-t-il pour des températures très éloignées de la température 
critique? 

Le Tableau suivant, où Ton compare les densités de l'acide sulfureux à 
celles de l'oxygène liquide, montre que la loi des états correspondants est 



(1) Les nombres ds M. Ad. BlQnicke sont les moyennes de ceux qu*il a donnés à la même 
température. 
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encore très approchée. Le mode de comparaison est celui du Tableau pré- 
cédent; les densités de l'acide sulfureux aux températures inférieures à o" 
sont tirées des nombres d'Is. Pierre ou d'AndréefF(*); celles de roxyf^ene 
liquide sont calculées par la formule 

proposée par Wroblewski (*) et valable, selon lui, entre — 1 18" (tempé- 
rature critique) et — 200^, T désignant la température absolue. 



C( 






OXYGÈNE. 







SO». 


6' 


Température 


Densité 


Tcmpératur. 


Densité 


/. 


m. 


corres- 


COITOS- 


KV 


corres- 


corres- 


5'.„ 






pondante. 


ponilante. 


pondante. 


pondante. 


—100° 


0,569 


184**, 8 


I ,1780 


1,756 




28,9 


1,5 108 


1,734 


90 


0,602 


— 179.1 


I,i49« 


1,713 


- 14,8 


«,477' 


1,695 


80 


0,6349 


-174,6 


1,1209 


1,671 


- 0,6 


1,4357 


1,647 


— 70 


0,6677 


— 169,5 


I ,o883 


1,622 


-4- i3,6 


1,3963 


1,602 


— Go 


0,7007 


-164,4 


I ,o53 


1,570 


-h 27,6 


i,i>77 


1,558 


— 5o 


0,7335 


1^9,3 


i,oil7 


1,513 


-f- 4i,6 


1,3171 


1,511 


- 40 


0,7664 


— l54,2 


0,9739 


1,452 


-f- 55,8 


I , 2734 


1,461 


:i5 


0,7829 


— i5i ,65 


0,9'J24 


1,420 


-¥- 62,9 


i,2l97 


1,434 


- 3o 


0,800 


— 149.0 


0,9 ^9"^ 


1,385 


-f- 70,2 


1 ,2261 


1,407 


— 2> 


o,8i58 


-i46,6 


0,9080 


1,354 


H- 77,0 


I ,2o32 


1,380 


— AO 


0,8322 


-ii1,o 


0,88', 


1,318 


-^ H4,o 


1,1781 


1,352 





0,898 


i33,8 


0,7828 


1,17... 


-+-112,2 


r,oJ88 


1,21... 


H- 20 


0,9638 


— 123,6 


0,6707 


1 


H-i4o,5 


, 87 I 5 


1 



Les nombres écrits en caractères j^ras, et placés sur une même lij;;ne ho- 
rizontale, sont égaux à i ou 2 pour 100 près pour /;/ <[ 0,82. Etant données 
les difficultés expérimentales que Ton rencontre dans la mesure de la den- 
sité de l'oxygène liquide, on peut dire que ce corps obéit à la loi des étals 
correspondants pour les températures inférieures à — 144"- 

Kntre cette température et — i23*^,G la formule de Wroblewski donne 
des nombres nettement trop faibles; au delà elle donne des nombres trop 
forts. 

La densité de l'oxygène liquide à — 123",6 est en eflét exacte y car elle 



( *) Journal de Physique, 2" série, t. VI, p. 4'^-iî 1887. 
(*) Wroblewski, Comptes rendus, i. Cil; 1886. 
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satisfait au théorème des états correspondants comme les densités aux tem- 
pératures inférieures à — 1 44*** Servons-nous-en pour trouver une valeur ivès 
approchée de la densité critique de l'oxygène, le nombre 0,60 donné par 
Wroblewski étant trop fort, comme nous l'avons vu précédemment. 

Soient x cette densité critique et o, 5^ celle de Tacide sulfureux ; on peut 
écrire, d'après le Tableau précédent : 

1,178 1,5 108 i,o53 1,3577 OjO/^O ',^734 0,6707 0,8715 

JT 0,52 X 0,52 j? 0,52 j? 0,52 

On tire respectivement de ces équations les valeurs de x suivantes : 

o,4o5, o,4o3, o,4oo, o,4oo, 

qui sont concordantes, autant qu^on peut Tespérer. La valeur admise o,4oji 
est inférieure au tiers de la plus grande densité du liquide, parce que la loi 
de variation de la densité donnée par la formule de Wroblewski est 
inexacte (*). 

Considérons, en effet, Tacidc sulfureux liquide; portons en abscisses les 

valeurs de m, et en ordonnées celles de j; la courbe obtenue, d'après 

M. van der Waals, devra cire commune à tous les corps. Faisons de mémo 
pour l'oxygène, les ordonnées étant les densités fournies par la formule de 
Wroblew^ski divisées par la densité critique o,4o5. La nouvelle courbe ne 
coïncidera pas avec la première, mais la coupera en deux points, comme le 
montre la figure ci-jointe : 

Fig. I. 



2 


*»^ 
^^^ 


^^^so« 


^ 




1 




0^ 



















n 


• ■ 


"1 



L'un des points d'intersection correspond, d'après le Tableau précédent, 



(1) Des expériences plus récentes d'Olzewski donnent pour densité de Toxygéne liquide 
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k m = 0,964; Tautreàm = 0,733 environ. Entre m = 0,^69 et m = 0,82, 
les deux courbes sont très voisines, et l'on s'en est servi pour trouver la 
densité critique de l'oxygène; pour m <[ 0,569, ^^ courbe de l'oxygène est 

nettement au-dessus de la courbe normale, et pour m = o donne -^ un 

peu supérieur à 3. 

Wroblewski a mesuré quelques densités de Tazote liquide, malheureuse- 
ment sous des pressions plus grandes que la tension de vapeur saturée. Les 
deux seules densités prises sous la pression de la vapeur saturée correspon- 
dentà i*^™ et à o*^°*, io5; elles obéissent aussi au théorème des états corres- 
pondants, d'après le Tableau suivant : 

Azote. Acide sulfureux. 

. — 1^ ^ ■! ^ !■ ilapport 

Température Densité des densités 

Densité corres- corres- corres- 

f. m. du liquide. pondante. pondante. pondantes. 

o u 

— 193 o,63o o,83o — 2,7 1,4417 ' î/^T 
— 20'2 0,559 0,866 — 33,2 1,5195 ',755 

La différence des deux rapports est de j^, ce qui est de l'ordre de gran- 
deurs des erreurs d'expérience. Soit y la densité critique de l'azote; si le 
théorème de M. van der Waalsest vrai, on doit avoir 

o , 83o 1 , 44 ' •*> o , 866 1 , 5 1 95 

y ~~ 0,52 y "" o,52 

d'où Ton tire les valeurs 

7 = 0,299, 7 = 0,296, 

qui justifient la loi du tiers de la plus grande densité à l'état liquide (*). 

M. Olzewski a donné du méthane liquide une valeur de la densité 
(0,41 5 à — 164**)» qui, en admettant le théorème des états correspondants, 
fournit la plus petite densité critique connue : o, i43. 



à — 181*, 4 le nombre 1,124; la formule de Wroblewski donne, à la même température, 
1,160 qui est de 3,i pour 100 plus fort. Si Ton diminue dans le même rapport la densité 
maxinia observée 1,24 donnée par Wroblewski, on trouve 1,20 dont le tiers 0,400 est bien 
inférieur à la densité critique o,4o5. 

(t) M. Olzewski a donné pour densité de Pazote liquide sous la pression atmosphérique, 
o,85, ce qui conduit à une densité critique plus forte de 6,5 pour 100 environ. 



VjaiiXi , .\ni4r<^tf * \ -^ciitie ^^'^^ i«iii ^ Iiim *ii» la De mp éiatiire critique. 
rfi;*lti**:nr*niieiii«*at 'iao^ ia p#»tj: inteîTïriflt^ tip ti£aip«>rat]ire« lai denâlê de 

tit^*^t, *r,ca.-^skr^ 1**^ 'i^isitr^ i»^ 'Z^ Torp* 4 «riîiLîs 'L^ricide 5iilfixr«?tix liquide : 




--r-k.^'ï 'j.nVi*^ K-ii^^^ — î.'. L.iiTo i.i*i 

— r V . *.<-» /j . ". Il -1 . •?*»ai — ••"♦ • r . 5 744 * - 1?^ 

— "-'.ji ^.T^A i.-î li'» —'7 » i.)'>>i^ Î.176 

l>? rapport d»^ d-^tt^it»^ oorresç-^jQ-iante^ est ^bt«4>{iiiiieiit coostant : doue le 
lUf^jr^m-^ d^ M. ^an d-^r WiaIs >*Appli»pi*?: si tt e<t Li densité critique de 
r*irrimoriîaque. oq doit avoir 

'#.»>i<#7 i.4i7«> •>.*iji^ r.>>»i •>.*5-Mi r.i.>ii •'k,6i38 1.3359 

d'où Ton lire les valeurs de u 

o.î-^Si. 0.1 J>7. o.îiSo. o.j3;*7, 

dont la moyenne est o, 238-. 

Andréeff a étudié Tacide sulfureux liquide entre — lo* et -f-40**; il a 
représenté avec beaucoup d'exactitude ses expériences au moyen d'une 
formule empirique qui, dans la notation des états correspondants, s'écrit 

0':= 2. 1691 . 1 — o. S1S51W — 0,0229 m'). 

^>tl/: même formule, à un coefficient constant près, doit aussi repré- 
v-nt/'T \ei^ ^tpériences faites sur fammoniaque. En effet, la formule 

^ ^=0.9967(1 — o,5i85#w — 0,0229111*) 
jouît d/? f'JTiUt propriété, comme on peut le vérifier : 



(*} h%méjÊLff (AnnnUs de Chimie et de Physique. V série, l. LVI, p. 317; iSSg. 
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m. 


Observé. 


Calculé. 


DifTérence. 




25,94 


o,6i3o 


» 


0,6706 




i> 


10,70 


o,65o9 


o,65o2 


o,65o6 


-4-0 


,0004 


8,9^ 


o,6553 


0,6479 


0,6482 


H- 


3 


6,55 


0,6612 


0,6439 


o,645o 


-h 


II 


4,19 


0,6670 


o,64i3 


0,6419 


-+- 


6 


1,43 


0,6739 


o,638i 


o,638i 







1,11 


0,6802 


o,6347 


0,6346 


— 


I 


4,21 


0,6878 


o,63ii 


o,63o5 




6 


5,44 


0,6909 


0,6288 


0,6288 







7,65 


0,6964 


0,6257 


0,6257 







10,40 


o,7o32 


0,6228 


0,6220 


— 


8 


12,60 


0,7087 


0,6197 


0,6190 


— 


/ 


i4,36 


o,7i3o 


0,6171 


0,6167 


— 


4 


16,24 


0,7184 


o,6i34 


o,6i37 


-f- 


3 


21 ,o3 


0,7296 


» 


o,6o63 




» 



Comme la formule de l'acide sulfureux s'applique entre m = o,6i3o ) et 
m = o, 7296, il doit en être de même pour l'ammoniaque, c'est pourquoi 
j'ai calculé les densités correspondant à ces valeurs de m. 

Les coefficients des formules précédentes sont bien proportionnels aux 
densités critiques, car on a 

2,1691 ^f --, o>9967 _ / ,-fc/ix 

RécipvoquemenijOnpenldiveqxiele ihéorèmedeselalscorrespondanlsest 
un critérium certain et commode de l'exactitude des densités de liquides. 

En effet, si un liquide obéit au théorème des états correspondants comme 
l'acide carbonique et l'acide sulfureux, on devra représenter la variation de 
sa densité par une formule identique, à un coefficient constant près. Donc, 
les quotients des densités expérimentales, prises non loin de la température 
critique, par le trinôme 

m — o , 569 -I- 1 , 66 y/i — m, 

devront être très sensiblement constants. Si la suite des valeurs du rapport 
montre des irrégularités fortuites, elles devront être attribuées à des erreurs 
d'expérience; si les irrégularités sont considérables et systématiques, ou 
bien le corps n'obéit pas au théorème de M. van der Waals, ou bien les ex- 
périences sont défectueuses. 

Li II I ^m - - - - - - - — — 

(>) La seule vérincation du théorème des états correspondants faite par M, van der Waals 
sur des densités de liquide prises loin de la température critique est relative à Téther et à 
la diéthylamine. (Voir Continuiidt, p. i63 et 164.) 
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Appliquons cette méthode aux expériences de M. G. Ansdell sur Tacide 
chlorhydrique liquide, el à celles d'Avenarius sur Pélher liquide : 



/. 


ACIDE CHLORHYDRIQUE. 


ÉTUER. 


Densité 
du liquide. 


6' 


/. 


Densité 
du liquide. 


8'. 


m — , 5G9 -h 1 , 06 y/ 1 — m 


m — 0,569 +it6J5v^i — m 


o 

4,0 


I,i3j 


1,235 


e 
189,2 


o,3o52 


0,6474 


9,^-5 


i,o8j 


1,9.07 


189,0 


o,3ii5 


0,6435 


ri, 8 


1 ,0*265 


1,167 


188,6 


0,3322 


0,6644 


18,1 


0,9807 


I,i4i 


186,7 


0,3690 


0,6705 


'2'2,0 


0,9417 


1,122 


186,5 


0,3731 


0,6732 


'26,7'5 


o,90'23 


1 ,112 


i85,9 


o,383i 


0,6776 


33,4 


0,8470 


1,107 


180,8 


o,4i84 


0,6611 


39,4 


0,8026 


1,127 


179^5 


0,4^55 


o,6585 


44,8 


0,7167 


1,111 


173,6 


o,4484 


o,645i 


48,o 


0,7143 


1,216 


172,6 


0,4566 


o,65oi 


49.4 


0,6634 


1,204 


i55,3 


, 5o25 


0,6323 


5o,56 


0,5994 


I, §85 


i5o,4 


0,5263 


0,6461 








«37,1 


0,5524 


0,6426 








i33,i 


o,56i8 


o,6448 








129,8 


0,5714 


0,6490 



On voit que des erreurs graves entachent les densités de l'acide chlorhy- 
drique liquide. De4*' a 22®, le rapport considéré diminue de 10 pour 100 de 
sa valeur; de 22** à 45", il reste très sensiblement constant, puis il augmente 
brusquement d'environ 10 pour 100 et diminue ensuite rapidement. Par 
suite, l'acide chlorhydrique liquide n'obéit pas au théorème des états cor- 
respondants, ou bien son étude a besoin d'être reprise. 

L'éthcr présente aussi des irrégularités; ainsi, de 189*^ à i85®,9, soit dans 
un intervalle de 3**, le rapport considéré augmente d'environ 5 pour 100 de 
sa valeur; de 11 5*^,9 à 179^,5 ce rapport diminue de 3 pour 100, après 
(luoi, sauf quelques oscillations, il reprend sa valeur initiale et la conserve 
pcndfint un intervalle de 5o" environ. 

Il semble donc permis de dire que, abstraction faite des irrégularités obser- 
vées entre 188", 6 et 179^,5 le rapport considéré est constant et égala o,64G 
entre t89",2 et 129", 8, c'est-à-dire dans un intervalle de Go®. Ija formule 

$'=.Oy6^6{m — 0,569 -t-ï>655 ^i — m) 
doit donc représenter et réciter l'expérience. 
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L'étiier, dont la forinulc est identique à celle de l'acide carbonique li- 
quide, à un facteur constant près, obéit donc au ibéorème des états corres- 
jmndants. Par suite, si z est sa densité criticiue, on doit avoir 

1,064 0,6^0 

— r^ = » u ou w zz: o,'?7r(' ). 

G, p :; 

La limite de la demi-somme des densités expérimentales donne sensi- 
blement 0,260. 

Hffmarque, — En résumé, on voit que les densités de h\ plupart des ^i\z 
li(|uéfiés, oxyfi^ène, acide cblorbydrique, etc., sont mal connues, particuliè- 
rement au voisinage de la température criticiue. Les méthodes de mesure de 
ces densités ne sont donc pas suffisamment précises, (*t il y a lieu de les 
])<»rf(»ctionner. 

La première condition à remplir est d'exercer au-dessus du liquide une 
pression rigoureusement égale à celle de la vapeur saturée, sous peine d'a- 
voir un liquide comprimé, et Ton sait que la compressibililé de ces li(juides 
est très grande. Par suite, il faut laisser dr la Daprur saturer au-dessus 
du liquide j conclusion parallèle à celle de iNL Perot relativement à la mesure 
précise des densités des vapeurs saturées, qu'il faut maintenir en présence 
du liquide générateur. 

I^aissons de côté l'oxygène, et considérons un gaz à température critique 
comprise entre o^ et 200"; il sera commode, pour étudier la densité du li- 
quide, d'employer la pompe Cailletet. On pourra opérer ainsi : on enfer- 
mera des poids connus du même gaz dans deux tubes à densités bien cali- 
brés que l'on installera sur le bloc de la pompe; le tube à réservoir le plus 
petit donnera la densité de vapeur saturée, l'autre servira pour la densité du 
liquide. Au lieu de réduire dans ce second tube tout le gaz en liquide, 
comme Avenarius et ]\L Ansdell, on laissera au-dessus du liquide une petite 
colonne de vapeur saturée. Soient v et i'ies volumes respectifs de la vapeur 
saturée et du liquide, S et 0' les deux densités à la température constante /** 
derexpcrience, si a est le poids total du gaz, on a la relation 



(*) Si l'on fait le même calcul pour Tacidc chlorhydriquc liquidci en admettant la valeur 
constante du rapport (1,11) entre 9.9." et \y\ on trouve pour la densité critique : o,/|69. On 
verra plus loin que la limite de la demi-somme des densités donne 0,462. 

Foc. de T. - V. F.3 
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si p= jjjç?', une erreur de 3 pour loosur 8 ne donnera qu'une erreur de 



' sur S'. 



lUOO 



Supposons le tube calibre de grandes dimensions (70^" à yS*^") et la tcm- 

pérature telle que -j soit compris entre i et 5 , par exemple. On peut 

donner à p et à p' toute une série de valeurs à température constante; on a 
alors les équations 



o' 



Par soustraction 2 à 2, ces é({uations donneront le rapjmrt — avec uni' 

fçrande approximation. Comme S'est mieux connue que S, le rapport précé- 
dent donnera de S une valeur plus approchée que la mesure directe, et Ton 
procédera par approximations successives pour le calcul de S'. 

Je me propose d'appliquer cette mélhode à plusieurs gaz, notamment k 
l'acide carbonique, et de montrer qu'on peut atteindre dans ce genre de 
mesures une grande précision (*). 

4. Calcul des expériences de M. Ansdell sur l'aride chlorhydrique . 
— Ce physicien a déterminé les deux volumes spécifi(|ues jusqu'au voisi- 
nage immédiat de la température critique (Si**, 25). Ses expériences sont 
résumées dans ce Tableau tiré de son Mémoire , sauf la dernière 
colonne : 



(1) Fendant l'impression de ce Mémoire, M. S. Youn<; a communiqué à la Société di* 
Physique de Londres (6 novembre 1891) un travail de vérification du théorème des états 
correspondants portant sur les tensions de vapeur saturée et les deux sortes de densités, n 
conclut : 1** que les généralisations de M. van der Waais sont très exactes pour les benzines 
chlorée, bromée, iodée comparées à la benzine fluorée; 'i" que ces généralisations sont {gros- 
sièrement approximatives pour la benzine, le chlorure de carbone, le chlorure d'étain et 
réther ; 3** que pour les trois premiers alcools et Tacide acétique, elles ne s'appliquent pas 
du tout. 

Knfln M. Young conOrme la difficulté que l'on a à mesurer exactement le volume critique 
et, dans certains cas, il emploie pour le déterminer une méthode graphique. (Voir Revue 
fi^énérale des Sciences, a* année, p. 766.) 
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On voit que rinUTprétation donnée à la colonne G est exacte, et (|ue le 
volume initial du gaz, dans les conditions normales, est représenté, m 
unités inconnues^ par le nombre 3203,5. Le poids P du gaz, en grammes, 
est donc, en désignant par x le rapport du centimètre cube à Tunité in- 
connue : 

P = 55i63 , 5 X J" X o » ou 1 6î8'i 'j ^=i 8 , ^ijoi x. 

D'autre part, les produits symboliques lia-, l).r re{)résentenl en centi- 
mètres cubes les volumes de Tacide cblorliych'icpie à Tétai de vapeur sa- 
turée et de liciuide. Donc 

P _ 8,570';i P _ 8,570:;! 

donnent respectivement les deux sortes de densités. 

La densité à 0° de Tacide chlorliydrique licpiide donnée par M. Ansdell 
est o,()o8; le calcul précédent donne t,!^]! = o,c)()8 x i,2()3; l'interpréta- 
tion est facile à trouver. D'ailleurs, AL Ansdell avait lui-même remanjué 
rénorme dilTérence qui existeentresonnombreà o'* et la densité 1,27, citée 
par lloscoe et Schorlemmer(7rcrt//.9f' on Chrniistry^ t. I, p. i2C))(*). 

Malgré les irrégularités constatées dans la diuisité du liquide, on vérifie- 
rail facilement que la ligne diamétrale des diMix densités est sensiblement 
une droite représentée par Téquation 

= 0, 59.5 — , 0< )2() /, 

ce (pii donne à la température criti([ue (ji",2j!) S = 0,4^2. 

5. Complemrnl. — Je complète les données relatives au point criliqiie 
par le Tableau suivant, (jui donne les températures et les pressions crili- 
(jues, ainsi que l(»s températures d'ébullilion normale [)our tous les corps 
étudiés jusqu'ici. 



(') Voiri, (l'aiUeurf», le passade <lu .Mémoire de M. Ansdell auquel il est fail allusion : 

« On refering to llie density of liquid hwlrocliloric acid j^iven hv uther autlnirs, 

Professors Koscoc and Schorleinmer, in iheir récent Treatisc on Cliemislrv, deseribe it as a 
colourless liquid havin*; a spécifie gravity of ahoul 1,27. As lliis value h so inuch lii^hor 
than tliat obtaincd by myself, and as 1 feel confident of llie accuraey of my results, il seens 
évident ihat a mistake bas in some way arisen, an<l tliat ibe value f;i\en by ihem refers lo 
thc density of tbc {jazeous acid wiib référence lo air and not lo rbe liquefic<[ j^az. Unforiu- 
natcly Faraday does nol seem to bave delermined ils densiix. n 
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Hydrogène. 

Id 

Azote 

Id 

Oxygène 

Id 

Id 

Ozone 

Cliîore 

Id 

Id 

Hroine 

Io<le 

0\y<le de carbone 

Id. 

Acide carbonique 

Id. 

Id. 

Oxysulfure de carbone. 

Sulfure de carbone 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Protox vde d'azole 

Id. 

Id. 

iiioxydc d'azote 

Id. 

Ilypoazolide 

Acide sulfureux 

m\M m •••••• 

Id. 

Id. 

Acide clilorhydritiue. . . 
Id . 
Id. 

Eau 

Id 

Id 

Id 

Acide sulfliydrique 

Id.' 

Id. 

Ammoniaque 

Id 
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AmmoQÎaque 

MonométhylamÎDC 

Diméthylanime 

Tri mélhy lamine 

Monoéthylamine 

Diéthylamine 

Id 

Triclhylaminc 

Id 

Monopropylamine 

Dipropylaminc 

Trichlorure de phospli. 
Forméne 

Id 

Id 

Id 

Ethane 
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Id 

Id 

Id 

Id 

Propylène ( Beilstein ) . . 
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Id 
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Diisobutyle 
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Id 

Id 

Id 

Toluène 
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Id 

Chlorure de méthyle... 
Chlorure de méthylène. 
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Tétrachlor. de carbone. 
Id. 
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Id. 
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Chlorure d'éthylc 
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Chlorure d'élhyïène 
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Chlorure d'éthyiidéne . . 
Chlorure de propyle . . . 

Chlorure d'allyle 

Bromure d'éthyle 
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Alcool éthylique ....... 

Id 

Id 

Id 

Id 

Alcool propyliq. norm. 
Id. 
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Alcool butylique norm. 
Alcool isobutylique . . . . 
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Alcool isoamyiique 

Alcool allylique 
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INTRODUCTION. 

Si Tétude de la compressi bilité des gaz considérés isolément a été l'objet 
de recherches aussi nombreuses que variées dans leurs conditions expéri- 
mentales, il n'en est pas de môme pour l'élasticité des mélanges gazeux et 
les travaux relatifs à cette dernière question peuvent être rapidement passés 
en revue. 

C'est Regnault qui a, le premier, abordé la question, mais d'une ma- 
nière absolument incidente, lors de ses études sur la chaleur spécifique des 
fluides élastiques. Dans le Mémoire sur ce sujet, lu à l'Académie des 
Sciences le i8 avril i853 (*), Regnault, dans la troisième partie, s'occupe 
de la « détermination expérimentale de quelques éléments physiques qui 
ont été utilisés dans le calcul de la chaleur spécifique des gaz et des va- 
peurs » et étudie, pour des pressions ne dépassant pas 8**™, la compressi- 
bîlité de divers gaz : air atmosphérique, acide carbonique, oxygène, oxyde 
de carbone, protoxyde d'azote, deutoxyde d'azote, hydrogène protocar- 
boné, acide chlorhydrique, acide sulfhydrique, gaz ammoniac, cyanogène 
et acide sulfureux. Cela fait, Regnault a « voulu reconnaître si dans un 



(») Mémoires de V Académie des Sciences de T Institut de France, t. XXVI, p. i à 333, 

^. -v. G.ï 
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mélanj^c à proportions connues de deux gaz inégalement compressibles, la 
compressibilité pouvait se calculer d'après les proportions suivant lesquelles 
les gaz entrent dans le mélange et la compressibilité individuelle de chacun 
d'eux M. Dans ce but, il a opéré sur deux mélanges d'air et de gaz 
carbonique et, dans les deux cas, à la température constante de 7**, 7. 

Pour le premier mélange, à volumes égaux d'air et d'acide carbonique, 
les expériences étant au nombre de douze et la pression variant de 53^", 4 1 
à 128^", 528 de mercure, Regnault considère seulement un groupe de deux 
expériences pour lequel il a 

H= 65, 713, PV =: 36332 i py 36332 „, 

} îiTTr/ ^= Tï = ï > oo3o4 . 

H' =128,528, PT'=362ooi P V' 3j2oo 

L'étude du second mélange, formé de ' d'air et ~ d'acide carbonique, 
comprend aussi douze expériences dans lesquelles la pression croit progres- 
sivement de 53*^", 4 18 à 127^™, 978 de mercure; Regnault y relève encore 
uniquement le groupe de deux expériences qui fournit les résultats sui- 
vants : 

H= 65,438, PV =36i8i) py 

I TUTn = I,00355. 

H' = 127,978, P' V'nz 36o53 ) P V' 

De là, Regnault déduit comme conclusion que « la compressibilité d'un 
mélange de deux gaz est intermédiaire entre celles que présenterait chaque 
gaz isolé pour les mêmes variations de pression. Quand les variations de 
pression ^oni peu considérables, comme dans les analyses eudiométriques, 
on peut donc calculer la compressibilité du mélange d'après les proportions 
des gaz mélangés ». 

Regnault cite encore quelques expériences sur des mélanges d'acide sul- 
fureux et d'hydrogène, pour des pressions comprises entre 73*^™,oi3 et 
i4G*^°*,G48 de mercure, qui le conduisent aux mêmes conclusions dont /a 
simplicité s'explique aisément, si Ton considère les faibles pressions sous les- 
quelles Regnault a opéré dans le cas actuel. 

Dans le cours de ses recherches sur la compressibilité des gaz, M. CaLil- 
letet fut conduit à instituer diverses expériences sur la compressibilité des 
mélanges gazeux, à la suite de l'observation de ce fait, déjà constaté par 
M. Andrews, que le mélange d'air et d'acide carbonique est moins aisémenf 
liquéfiable que Tacide pur. 
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M. Cailletet (*) a étudié, dans son appareil pour la liquéfaction des gaz, 
les mélanges d'acide carbonique et de protoxyde d'azote avec l'air, l'oxy- 
gène, l'hydrogène et l'azote, en se préoccupant de ce qui se passe aux très 
hautes pressions. Ce savant physicien constata que, pour un mélange de 
1^*** d'air et de i^**^ d'acide carbonique, la liquéfaction n'était plus possible 
à o** et 4oo*^", par suite de l'abaissement du point critique au-dessous de la 
température de la glace fondante; il observa également que, si l'on com- 
prime un mélange formé de i^^* d'air et de 5''^^ d'acide carbonique, à une 
température ne dépassant pas -4-21**, l'acide se liquéfie aisément sous une 
pression modérée, mais si, pour que la température reste constante, on fait 
augmenter lentement la pression jusqu'à i5o-20o**™, le liquide disparaît 
peu à peu et la masse gazeuse contenue dans le tube résiste à toutes les 
pressions. 

Par une diminution lente de pression, évitant le refroidissement, le 
liquide reparaît à la pression pour laquelle il disparaît dans la première ex- 
périence, pression constante pour une température déterminée. Cette 
pression, pour le mélange de 5^^* d'acide carbonique et de i^^^d'fiir, est 

atm o 

i32 à la température de +5,5 

ia4 » -+-10 

1 20 » -H 1 3 

• ii3 » -hi8 

no » -hig 

A 21®, l'acide carbonique comprimé même à 4oo**'" ne se liquéfie plus. 
Les mélanges formés d'acide carbonique et de mêmes volumes d'azote, 
d'hydrogène et d'oxygène ne se liquéfient pas sous les mêmes pressions et 
M. Cailletet fait observer qu'il « semble que chaque gaz constitue un mé- 
lange jouigsant de propriétés particulières ». Il est conduit à « supposer que 
sous de hautes pressions un gaz et un liquide, tels que l'acide carbonique et 
le protoxyde d'azote, peuvent se dissoudre l'un dans l'autre en formant un 
tout homogène » . 

M, Jamin se proposa (^) d'expliquer, par des considérations théoriques. 



(») L. Cailletet, Compressibilité des mélanges gazeux {Séances de la Société fran- 
çaise de Physique, année 1880, p. 27). — Expériences sur la compressibilité des mé- 
langes gazeux {Journal de Physique, i" série, t. IX, p. 199.; 1880). — Comptes rendus 
des séances de V Académie des Sciences, t. XG, p. 210. 

(*) J. Jamin, Sur le point critique des gaz liquéfiables {Journal de Physique, 2® série, 
t. II, p. 389; i883). 
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les inlcressants phénomènes découverts par M. Caillctet. Il considéra le 
point crilique comme « la température où un liquide et sa vapeur saturée 
ont la même densité », et attribua à cette égalisation des densités la dispa- 
rition de Tacide liquéfié dans le mélange. 11 résultait de celte hypothèse 
<|ue celle disparition de Tacide liquéfié devait être retardée si Ton rempla- 
çait Tair du mélange par de Thydrogène, gaz moins dense. Ce résultat, 
prévu par M. Jamin, fut vérifié expérimentalement par M. Cailletet sur deux 
mélanges contenant tous deux 5^"' d'acide carbonique pour i^®' d'air dans 
Fun, d'hydrogène dans Tau Ire. Vax particulier, à 20^ la pression de dispari- 
lion du liquide dans le méhmge était de io8**°* pour le mélange contenant 
Tair et de 199*^™ pour celui renfermant Thydrogène. 

D'après les idées de M. Jamin, la compression du mélange continuant à 
croître, hi densité du mélange gazeux doit dépasser celle du liquide et celui- 
ci se rassembler au sommet du lube. M. Cailletet tenta cet essai qui ne lui 
donna aucun résultat. 

Postérieurement, M. Duhem ( * ) a, en appliquant le calcul, rendu compte, 
théoriquement et d'une manière générale, des faits signalés par M. Cailletet, 
en se proposant et résolvant le problème suivant : 

Le syslème supposé soumis à une pression p el porté à la température 
absolue T renferme un poids total M d'acide carbonique ^t un poids M 
d'un gaz non liquéfiable aux températures où Von opère^ d^air par 
exemple. Il s'agit de saioir si, dans l'état d'équilibre, ce système renfer- 
mera ou non une certaine quantité d'acide carbonique liquide. 

Les conséquences tirées par M. Duhem de ses calculs sont d'accord avec 
les fiiils observés par M. Cailletet et conduisent M. Duhem à conclure 
« qu'un mélange d'hydrogène et d'acide carbonique ne se comportera pas 
comme un mélange d'air et d'acide carbonique ». 

Les théories de ^L Duhem confirment également des résultats obtenus 
antérieurement par Andrews et publiés seulement dans un Mémoire post- 
hume (^) paru peu après le travail de M. Duhem. Andrews a étudié la 



(*) Di'iiEM, Sur la liquéfaction de l\icide carbonique en présence de t* air {Journal 
de Physique, ?.'' série, t, VIK p. i58; 1888). 

(* ) Tïi. .Vndkews, On the properties of nxatter in the gascons and liquid states under 
varions conditions of température and pressure [Philosophical Transactions of the 
Royal Society of London, vol. CLXXVIII y.K), p. 45; i88«]. 
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compressibilité des mélanges d'acide carbonique et d'azote et constaté 
rabaissement du point critique par le mélange d'une certaine quantité 
d'azote : ce point est à i4" avec une pression de 98^^" pour un mélange de 
i^**' d'azote et de 3^***, 43 d'acide carbonique. Andrews ayant noté, pour des 
températures inférieures, la pression /> pour laquelle Taugmentation de 
pression fait app«iraltre le liquide, et celle p' qui le fait réapparaître 
après une disparition par compression, constata, en prenant la moyenne 

- — ^ de ces valeurs, que ces deux séries de valeurs convergent vers la pres- 
sion critique, 98"^™, du mélange quand la température tend elle-même vers 
le point critique i4®. On a, en effet. 

Températures. ' — • 

o alm 

^>,8 y<>,9 

9»9 9^,7 

i3,2 97,4 

D'autres recherches sur le point critique des mélanges gazeux avaient été 
faites par M. Gerard-Ansdell (*) postérieurement aux expériences d(» 
M. Cailletet, mais avant celles d'Andrews que nous venons de signaler. 
M. Gerard-Ansdell opérait dans un tube Cailletet sur des mélanges d'acidt» 
carbonique et d'acide chlorhydrique, gaz de préparation facile, ne réagis- 
santpas chimiquement entre eux et dont isolément les points critiques sont 
connus et peu élevés : 3i® pour l'acide carbonique et 5i",25 pour Tacide 
chlorhydrique. Pour les divers mélanges, les points critiques se rangent, 
d'après M. Gerard-Ansdell, entre ces températures, par ordre de composi- 
tion, les variations n'étant pas proportionnelles à la composition centésimale 
des mélanges. 

Nous ajouterons que M. Cailletet tenant à préciser la notion du point 
critique et à vérifier les idées émises par M. Jamin a, en collaboration avec 
M. E. Colardeau, fait de nouvelles expériences sur l'acide carbonique li- 
quéfié coloré par l'iode (^). Ces physiciens utilisant d'ailleurs des recher- 



(') Gerard-Ansdell, On the critical point of niixed Gases{Proceedings of the Raya 
Society y t. XXXIV, p. ii3; i88ji). 

(•) L. Cailletet et E. Colardeau, Sur Vétat de la matière au voisinage du point cri- 
tique {Séances de la Société française de Physique, p. 12 5; 1889). 
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elles antérieures de MM. Gailletel et Mathias (*), sur la densité des gaz 
liquéfiés et de leurs vapeurs saturées, ont été amenés à conclure que la 
température critique d'un gaz liquéfié n'est pas celle de vaporisation totale 
et brusque du liquide dans l'espace qui le renferme, Tétat liquide persistant 
au delà de cette température, ni celle d'égale densité pour le liquide et sa 
vapeur saturée, mais « la température à laquelle un liquide et l'atmosphère 
gazeuse qui le surmonte deviennent susceptibles de se dissoudre mutuelle- 
ment en toutes proportions, en formant, après agitation, un mélange ho- 
mogène M. 

MM. Cailletet et E. Colardeau font d'ailleurs remarquer que « cette con- 
clusion s'applique tout aussi bien au point critique observé par accroisse- 
ment de pression sur les mélanges partiellement liquéfiables, tels que ceux 
d'acide carbonique et d'air, qu'à celui observé par l'élévation de la tempé- 
rature sur un gaz unique liquéfié ». 

Le résumé historique qui précède fait connaître les travaux relatifs à la 
compressibililé des mélanges gazeux. Nous voyons que, à l'exception des ex- 
périences faites incidemment par Regnaultet pour de très faibles pressions, 
ces recherches, dont les résultats sont complexes, ont constamment été 
faites à des pressions élevées, dans le voisinage des points critiques. C'est 
ainsi que M. Cailletet a pu préciser la notion de ce point. 11 était donc utile 
d'aborder de nouveau la question des mélanges gîizeux et d'entreprendre 
l'étude systématique de la compressibilité de ces mélanges en faisant varier 
progressivement les proportions des gaz mélangés et les pressions. L'instal- 
lation, dans les laboratoires de Physique des nouveaux bâtiments de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, d'un manomètre à air libre de 17™ de 
hauteur m'a permis celle étude, que je me propose de continuer, et dont le 
présent travail fait connaître en détail les premiers résultats relatifs à des 
mélanges d'air et de gaz carbonique, d'air et d'hydrogène, de gaz carboni- 
que et d'hydrogène, c'est-à-dire des mélanges de gaz dont l'étude indivi- 
duelle avait été faite par Regnault dans son Mémoire classique sur la loi de 
la compressibilité des fluides élastiques (^ ). 



(•) L. CviLLETET et Matiiias, Densités des gaz liquêjiés et de leurs vapeurs saturées 
{Séances de ta Société française de Physique, année 1886, p. 171, el année 1887, p. i6a). 

(•) Mémoires de IWcadémie des Sciences de l'Institut de France, l. XXI, p. 329 à 
4^; année 1847. 
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Avant de décrire mes recherches, je dois remercier tout parlicuUèrement 
mon chef de service à la Faculté des Sciences de Toulouse, M. le professeur 
G. Berson, des facilités de travail qu'il a bien voulu m'accorder et de l'inté- 
rêt continu avec lequel il a suivi les progrés de cette étude. Je le prie 
d'agréer l'expression de ma profonde gratitude. 

J'ai encore le devoir de témoigner hautement toute ma reconnaissfince à 
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( *) Ulysse Lalv, Compressibilité des mélanges d'air et d'acide carbonique {Comptes 
rendus des séances de l* Académie des Sciences, i. CXf, p. 819; 1890, 2® semestre). — 
Compressibilité des mélanges d'air et d'hydrogi^ne {Comptes rendus, l. CXf F, p. 4*^6; 
1891, I" semesire). 
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ESCRIPTIO^ DES APPAREILS. 



L» piirtii; rhm-ulif]U: dcsapparrils utilisés dans le cours de nos reclicrches 
f'Iiint itrt iriJinoni('tri; à mrmin; et à air libre, d'une linulciir totale do i 7", 
inftliilli'', liiiisi r|ii'il 11 di'jfi été dit, dans les laboratoiivs de Physique de- la 
l'*nrnilé deM Seienrett de Toulouse, nous décrirons tout d'abord ce mano- 
inèlre, 

A- Manomètre. 

(je tiiiMioui('lre, analogue à eelui utilisé par Rcfj;uault, a été construit 
pur MM. (lolnz i-l min en place par M. Golaz fds eu octobre i88(). Sa 
pnriie iniï'i'ietin' w trouve dans une cave bétonnée, et il traverse succcssi- 
veUK'til, fçi'Ace à dcH ouvertures spéciales ménagées dans les plafonds et 
nianc'lierrt, un lidi(K'iitoire île reclierclies du professeur au roz-de-chaussée, 
une mdle lie nuini|iuliitionH d'élèves au premier étayc, pour se terminer 
daiiN un K'il'''^'"' "*' voiHiiuige du faitage. Un mur de refend, qui s'élève 







\\\fn\\\\\\\ nuleliiH, Morl d'appui au Mvstémc, séparé d"ailleui-s de ce Tr**. 
un «Yai» madrier eu chêne, solideineiil li\é, qui court sur toute la 
de rinstriiinent ri qui est soutenu d'une manière toute particuli 
le nalelH!! oi^i le mur de iTfend fiiïl défaut i,' V 



Si 



•».iP.I\ui.Ml>ll..v).,-o.l<tn'>IV| 
)« otut* \m IV» «lo i'haii»«iS> 
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Celte forte planche de chêne constitue le fond d'une longue gaine égale- 
ment en chêne qui sert de boîte de protection à Tappareil et dont les deux 
portes, dans chaque salle traversée, se développent complètement, en se 
rabattant sur le mur, de manière à faciliter les observations. La^?^. i per- 
met de se rendre compte de ce dispositif. 

Une gaine en chêne protège, en outre, Fappareil dans chaque traversée 
de plafonds et planchers. 

Partie inférieure du manomètre. — La partie inférieure du manomètre 
estconstituée essentiellement par un premier cylindre horizontal AB {fig* 2) 
en fonte, de 25^"* de longueur, invariablement fixé par l'intermédiaire de 
deux pieds a, 6, munis chacun de deux boulons scellés dans une pierre 
encastrée dans le béton qui constitue le sol de la cave. Ce cylindre porte, 
sur ses génératrices supérieures, deux tubulures verticales C, C destinées à 
supporter les deux tubes du manomètre. La disposition adoptée étant la 

Fig. a. 





; >^^^J!L^mil^^ 




l ^^v^Wl^-. V^k^^ti^VV:.^- Vn^-^^^^M 



même pour chacun des deux tubes, nous la décrirons seulement pour l'un 
d'eux. Sur la tête élargie du cylindre vertical, C par exemple, est boulonnée, 
après interposition d'un cuir, une seconde pièce verticale D élargie égale- 
ment à sa base et présentant intérieurement un petit canal qui fait saillie 
au-dessus de la base supérieure de cette pièce D. Ce canal s'engage, en tra- 
versant d'ailleurs un cuir interposé, dans la partie centrale d'une douille 
en fer E devant recevoir le tube qui, dans le cas actuel, est le tube-labora- 
ioire. La douille E est fortement serrée sur la pièce D à l'aide d'un collier 



" — V 
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à gorge imaginé par Regnault et bien connu de tous les pliysiciens. Le 
cuir placé entre E et D rend la fermeture d'autant plus hermétique que les 
deux bases en regard des pièces E et D qui comprennent, entre elles, le 
cuir, Hont, toutes deux, munies de rayures circulaires concentriques. Quant 
au lube de verre T, il est solidement mastiqué dans la douille E, munie, 
dans ce but, de stries intérieures, à l'aide du mastic spécial fabriqué par 
MM. Golaz et connu sous leur nom dans les laboratoires de Physique. Le 
long tube ouvert du manomètre est fixé absolument de la même manière 
Bur Ui tubulure C. 

Lin second cylindre horizontal A'B', de 1 1'''",5 de longueur, continue le 
premitT AB avec lequel il se raccorde par l'intermédiaire de bases élargies, à 
cuir interposé, rendues solidaires par quatre boulons. Ce prolongement du 
premier cylindre porte un robinet R destiné à établir ou à interrompre la 
communication entre le nianomèlre proprement dit et une pompe foulante 
dont nous allons bientôt parler. Ce robinet, extrômemenl utile pour main- 
tenir les fortes pressions dans le manomètre, se manœuvre néanmoins assez 
facilement à l'aide d'un levier L, long de aG'^" environ. 

A la suite du cylindre A'B' se trouve, avec interposition d'un cuir, bou- 
lonné à l'aide de quatre boulons, le réservoir, en fonte, d'une pompe des- 
tinée à aspirer de l'eau et à refouler du mercure dans le manomètre. L'in- 
troduction du mercure dans le réservoir G s'effectue préalablement par 
l'ouverture H, qui est ensuite fermée à l'aide d'un bouchon à vis. Le réser- 
voir G est fixé par sa base, élargie, sur la pierre qui supporte l'appareil h 
l'aide de boulons scellés dans cetlc pierre. 

A la partie supérieure de ce récipient G se trouve fixée, en M, avec l'aide 
de cinq boulons serrant un cuir, la pompe proprement dite. Elle est en 
laiton et aspire, par une tubulure liorizonlale supérieure, l'eau contenue 
dans un récipient voisin. Elle présente une seconde tubulure horizontale 
inférieure en face d'un robinet à trois voies. Ce robinet permet, soit de com- 
primer le mercure par l'eau aspirée, soit d'interrompre la communication 
entre la pompe et son réservoir, soit de laisser échapper l'eau aspirée en 
provoquant ainsi une détcnlc. 

Enfin, à l'extrémité opposée du cylindre AB se trouve maintenue à l'aide 
<l<; quatre boulons, avec cuir interposé, une plaque circulaire P présentant 
en «on centre un pas de vis dans lequel vient s'adapter un robinet de vï- 
iliingi! r. Une cavité IN ménagée dans le béton permet de placer un réci- 
|»l' >!stioé à recueillir le mercure qui s'échappe par ce robinet. 
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Tubc-laboratoire. — IjC lubc-Ial>oraloirc fixé dans la douille E sur la 
tubulure C est un tube cylindrique vertical de i''"',95 de diamètre intérieur, 
mais dont la longueur a varié dans nos expériences, car nous avons été dans 
la nécessité de le changer. Au début, il était en cristal; mais, à la suite de 
ruptures spontanées de cette substance, nous avons adopté un tube en 
verre, et nous n'avons eu qu'à nous féliciter de cette substitution. On mas- 
tique, à l'aide du mastic dit golaz, à la partie supérieure de ce tube-labo- 
ratoire une douille en fer, à robinet, sur laquelle vient se Cxer, à l'aide d'un 
collier doublement brisé muni de deux boulons, rexlrémitc en fer soudée 
au tube de cuivre qui établira la communication avec le réservoir à gaz 
mélangés et comprimés. 

Le lubc-laboratoiro est maintenu dans sa région supérieure par une bride 
métallique dont les extrémités sont fixées par deux petites vis sur une pièce 
de bois en forme de trapèze dont la petite base est creusée, de manière à 
recevoir le tube, tandis que la grande base présente deux prolongements à 
l'aide desquels le taquet est vissé sur le madrier de chêne fond de l'appareil. 
Cette bride est à un niveau moyen de 1 1 6*^" au-dessus du zéro de la gradua- 
tion dont il sera parlé ultérieurement ; elle embrassait, au début des essais, 
la douille supérieure à robinet du tube-laboratoire; mais, après change- 
ment de ce tube, elle serrait le verre par l'intermédiaire de fragments de 
liège taillés ad hoc. 

Jaugeage du tube-laboraloire . — Pour chaque tube-laboratoire utilisé, 
le jaugeage a été fait, au mercure, par la méthode suivante. 

Le tube-laboratoire étant en place, le tube de cuivre de communication 
avec le réservoir à gaz comprimés n'étant d'ailleurs pas fixé, on fait péné- 
trer, à l'aide de la pompe foulante, du mercure dans les deux branches du 
manomètre, de manière à voir ce liquide apparaître au sommet de la douille 
supérieure à robinet du lube-laboratoire. Puis, interrompant, à l'aide du 
robinet L {fig- 2), la communication avec la pompe, on laisse écouler très 
lentement le mercure par le robinet de vidange/-; la lenteur de l'écoulement 
est telle que le niveau du mercure dans les deux branches du manomètre, 
qui se vident simultanément, est constamment dans un même plan hori- 
zontal. On arrête brusquement l'écoulement lorsque le niveau du mercure 
dans le tube-laboraloire arrive devant la dirision que l'on suppose indiquer 
ie volume j ; division où a été placé le vernier d'une règle parallèle au tube 
et décrite plus loin. La coïncidence est contrôlée par une visée au cathélo- 
mètre. 
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Le mercure écoulé étant recueilli, on laisse échapper dans les mêmes 
conditions celui qui est contenu entre la division ^ supposée et la division 
choisie pour origine inférieure du volume i; la coïncidence est toujours 
contrôlée à l'aide du cathétomètre. La comparaison, à l'aide d'une éprou- 
vette graduée, des volumes de mercure recueillis, fait connaître le sens dans 
lequel on doit déplacer la division indicatrice du volume ^. On recommence 
l'opération jusqu'à ce que la mesure des deux volumes de mercure donne le 
même résultat. 

Alors on reprend les mêmes essais, en considérant la division \ ainsi ob- 
tenue comme une première approximation et comparant maintenant les 
poids de mercure écoulés dans les deux périodes d'un même essai. On 
adopte définitivement comme division ^ celle pour laquelle on ne trouve 
aucune différence entre les poids de mercure. Remarquons qu'il est inutile 
de se préoccuper de la valeur absolue de ces deux poids, mais simplement 
de leur égalité. 

Longue branche du manomètre. — Le tube constituant la longue 
branche ouverte du manomètre est en cristal épais et possède un diamètre 
intérieur deo^"*,45. Il est constitué par des tubes partiels munis à leurs 
extrémités de tubulures métalliques permettant la jonction de ces tubes 
entre eux à l'aide de colliers à gorge. Ces tubes partiels, étant au nombre 
de 5, nécessitent l'emploi de quatre colliers à gorge situés respectivement, 
à partir du zéro de la graduation, aux niveaux moyens suivants : 

cm cm 

347- 348 pour le premier collier à gorge, au rez-de-chaussée; 

696- 697 » deuxième u u ; 

io49-io5o » troisième » au j**^ étage; 

i3t)8-i399 » dernier » au galetas; 

de sorte que le premier tube partiel partant de la tubulure C {fig- 2), dans 
la cave, pénètre au rez-de-chaussée en traversant le plafond entre les divi- 
sions 261*^^-291*^'". Le second tube partiel est compris entièrement dans la 
salle du rez-de-chaussée, mais le troisième se trouve à la fois dans cette salle 
et dans celle du premier dont il traverse le plancher entre les divisions 
^84*^™-836*"". L'avant-dernier tube commence au premier étage, en traverse 
le plafond entre les divisions iSoS^'^-iSSo*^"* et finit au galetas où se trouve 
en entier le dernier tube qui se termine à la division 1675*^"^. Près de cette 
extrémité, se trouve un déversoir destiné à recueillir le mercure qui peut, 
dans certains essais, s'échapper par la partie supérieure du tube. 
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Des brides de soutien, disposées absolument comme il a été dit pour celle 
du tube-laboratoire, sont réparties le long de la colonne et assurent la ver- 
ticalité et la stabilité de la longue branche du manomètre. Ces brides de 
soutien sont au nombre de 20 : 4 pour chaque tube (*). On a profité de la 
présence des taquets sur lesquels sont fixées ces brides, pour y placer 
des vis supportant les thermomètres destinés à donner la température 
moyenne de la colonne de mercure. 

Cette disposition du long tube du manomètre facilite le démontage de 
l'appareil qui se fait aisément avec une rapidité relative. Le cas s'est d'ail- 
leurs présenté dès le début de cette étude, car les expériences préliminaires 
nous indiquaient dans les douilles de jonction, serrées par les colliers à 
gorge, des fuites qui provenaient de la rupture spontanée des tubes de cris- 
tal dans ces douilles, ce qui nous a mis dans la nécessité de démonter l'ap- 
pareil et de refaire tous les masticages. Nous avons été ensuite assez heu- 
reux pour ne pas voir cet accident se reproduire, en ce qui concerne la 
longue branche du manomètre. 

Règles métalliques diçisées, — Parallèlement aux deux tube§ du ma- 
nomètre sont fixées des règles métalliques verticales, destinées aux lectures, 
dont il nous faut maintenant donner la description. 

Courte règle. — Sur la gauche (en regardant l'appareil du tube-labora- 
toire, se trouve fixée, parallèlement à ce tube, une courte règle verticale en 
laiton argenté sur sa face divisée. Cette règle, formée d'un seul morceau, a 
une longueur de 120*^™; une largeur de 2*-*™, 5 et une épaisseur de o*^™, 38 à 
la température ordinaire; elle est dfvisée en millimètres de o*^*" à 119*^"*. 
Elle est soutenue par trois pièces de bois vissées sur le madrier de chêne qV 
analogues aux taquets des brides du tube, mais non creusées antérieure* 
ment. Une vis, traversant la règle, là fixe sur la pièce dé bois en passant 
dans un: petit dé métallique placé entre la règle et le morceau de bois. Ces 
vis de fixation sont en regard des divisions o*^, 5- 55*^™, 5 -i 10*^", 5. 

Le long de celte règle court un vernier au ~ permettant, par suite, les. 
, ■ * 

(1) Elles sont disposées aux niveaux moyens ci-après : 



cm cm 



1"'' tube partiel 73,5 173,5 

a* » 354,5 47^»** 

3' » 7'OïO 773,0 

4* » .... 1062,5 I 172,0 

i4»4,o \ii\/y 



cnr 
257,5 

578,0 


en- 
339,5 

689,5 


1272,5 
1571,5 


1042,5 
i389,5 
1674,0 
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lectures au ~ de millimètre. Ce vernier en laiton, argenté sur sa partie 
graduée, affecte la forme d'un rectangle évidé de S*^" de largeur sur 3*^", 9 de 
hauteur extérieurement, la hauteur intérieure étant 2*^™, 35. Les côtés ver- 
ticaux sont repliés de manière à embrasser les bords de la règle (^fig. 3, a), 



Fig. 3. 




ay 



S] 



ce qui permet, grâce aux petits dés métalliques interposés, le passage de- 
vant les taquets de bois par l'intermédiaire desquels la règle est fixée. Une 
languette métallique horizontale h de 5*^", 5 de longueur se déplace devant 
le tube et permet la lecture rigoureuse. Un bouton de cuivre C, long de 
i''°',ni, vissé sur le cadre constitutif du vernier, permet le déplacement de 
ce vernier dont la position, une fois obtenue, est assurée invariablement 
par un ressort ey*qui, solidaire du vernier, appuie fortement sur la règle 
de manière à rendre impossible tout glissement ou tout déplacement la- 
téral. 

I^a graduation de cette courte règle est particulièrement bonne; nous 
Favons éludiée à Taide du cathétomètre du laboratoire, instrument qui 
pormel d'apprécier le ~ de millimètre, et nous avons pu constater que celte 
graduation est comparable à celle du cathétomètre. Le court extrait sui- 
vant (les notes expérimentales le montre nettement : 
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Lectures 


C) 






^ 


^^^ 


•^^^— — -^ 


de la 








courte règle 








du 






du 


manomètre. 




cathétomctre. 


cm 






cm 


Ci, 5 






6-;i,oj4 


6i ,o 






61,554 


60,5 






61 ,o54 


60,0 






60,554 


59.5 






6o,o54 


59,0 






59,554 


58,5 






59,o5i 


58, 






58,554 


57,5 






58,o54 



Longue règle. — La longue règle verticale qui court parallèlement à la 
gauche (en regardant l'appareil) du long tube du manomètre est identique 
comme nature, largeur, épaisseur et graduation en millimètres à la courte 
règle; mais elle est constituée par cinq règles partielles. La première règle 
partielle qui comprend le zéro de la graduation (cave) s'élève à 347^™, 7 
(rez-de-chaussée); la suivante se termine à 700*^™, 3 également au rez-de- 
chaussée, la troisième à io53*^™, 5 au premier étage, la quatrième à i4o5*^™, i 
(galetas), et la dernière a pour extrémité la division la plus élevée 1675*^"*. 
A chaque jonction de deux règles, celles-ci sont placées très exactement 
bout à bout et rendues solidaires par une plaque de cuivre située derrière 
elles et les maintenant à l'aide de huit petites vis : quatre pour chaque règle 

ifig' 4). 

Ce mode de jonction empêche la circulation des verniers; aussi, au mo- 
ment du montage de l'appareil, le constructeur, M. Golaz, a-t-il placé sur 
chaque règle partielle un vernier disposé d'une manière tout à fait identique 
à celui, déjà décrit, de la courte règle. Cinq verniers circulent donc le long 
de la longue règle. Nous avons souvent regretté que ce nombre n'ait pas été 
augmenté et que le nombre de verniers affectés à une règle appartenant à 
deux étages ne soit pas de deux; cela éviterait, en effet, en cours de lec- 
tures, par l'affectation d'un vernier à chaque partie de règle d'un étage, des 
manœuvres de passage du vernier unique d'un étage à un autre. 

La longue règle est soutenue et fixée sur le madrier de chêne, par le pro- 



(>) Lectures faites pendant une séance durant laquelle, en deux heures, la température 
de la cave a varie de i"", 1 : de i5**,4 à 16°, 5. 
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cédé adopté pour la courte règle : vis pressant la règle sur des taquets de 
bois avec interposition de petits dés métalliques. Ces vis sont espacées de 
5o^™ en moyenne sur chaque règle (*). 



Fig. 4. 




Ce mode de fixation est défectueux, car il ne permet pas la libre dilata- 
tion de la règle avec les variations de température. De là résultent des de- 
formations, provenant également du travail du bois servant de support, 
dont il nous a fallu tenir compte. i\ous avons donc dû, avant de commencer 
nos expériences définitives, étudier la règle que nous possédions. 

Etude de la graduation de la longue règle. — Notre étude de la 
graduation de la longue règle comprend deux parties : 

1" Etude au cathétomètre de diverses régions de la règle; 

tP Etude d'ensemble de cette règle. 

Dans la première partie, les régions étudiées sont toutes celles devant 
lesquelles il nous a été possible d'installer notre cathétomètre dans des 
conditions convenables et, en particulier, celles où se trouve soit une vis de 
fixation de la règle, soit un raccord de deux parties de cette règle. Le cathé- 
tomètre utilisé dans ce but est celui qui nous a également servi pour la 
courte règle : il vise à une distance de 35*^™ et donne le {^ de millimètre. 



( 1) Elles sont réparties de la manière suivante : 

5 sur la première règle partielle (3 à la cuve, 2 au rez-de-chaussée); 
8 sur la seconde règle au rez-de-chaussce; 

6 sur la troisième règle (2 au rez-de-chaussée, 4 3" premier étage); 
6 sur la quatrième régie (4 au premier étage, 2 au galetas); 

tj sur la cinquième et dernière règle au galetas. 
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Nous avons ainsi constate que la graduation de cette règle était très sa- 
tisfaisante, ainsi que l'établissent les quelques extraits suivants : 



I. Au rez-de-chaussée. 

Température : 

de i4",9à I5^4. 



H. Au rez-de-chaussée. 
Température : i6%i. 



III. Au 1" étage. 

Température : 

de 18% 4 à I7^9. 



IV. Idem. 



V. Iflem, 



VI. Idem. 



VII. Au galetas. 
Température : 18**, 6. 



Lectures 

du 

cathétométre. 



cm 



Lectures 
de la 
règle. 

35o^,o 33,838 

349,5 33,340 

349,0 32,840 

348,5 32,338 

348,0 3i,84o 
Jonction de 2 règles à 347,7. 

347,5 31,344 

347,0 3o,84o 

346,5 3o,338 

346,0 •Jt9,838 



376,5 
376,0 
375,5 
375,0 
374,5 
374,0 
373,5 
373,0 



60, 84 A 
60,342 

59,842 

59,340 
58,842 
58,342 
57,842 
57,342 
56,842 



880,5 18,544 

880,0 18,044 

879,5 Vis sur la règle. 17,548 
879,0 17,048 

878,5 16,544 



902,0 
900,0 
898,0 



4o,o36 
38,o36 
36,o36 



93o,5 68,536 

929,5 Vis sur la règle. 67,536 
928,5 66,536 

981,5 6o,iS4 

980 , 5 Vis sur la règle. 59 , 1 88 
979,5 58, 184 

1394,0 19,700 

1393,5 Vis sur la règle. 19,200 
1393,0 18,700 



Différences 
partielles. totales. 



2 

o 
2 
2 

4 

4 
2 




o 
o 

2 
2 
O 
O 
O 
O 



o 
4 

o 
4 



o 
o 



o 
o 



/ 



o 
o 



o 



o 



o 



o 



o 







o 



Nous croyons inutile de multiplier ces exemples numériques; ceux qui 
précèdent montrent, en effet, que la graduation de la règle est bonne et 
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qu'elle n'est pas sensiblement altérée aux jonctions des règles successives 
(?t aux vis de fixation. Mais, cette conclusion ne s'appliquant qu'à des ré- 
gions isolées et relativement courtes de la règle, il était indispensable de 
déterminer les corrections à apporter aux lectures par suite dc3S déforma- 
tions, d'ailleurs devenues permanentes, signalées plus haut. 

Le principe adopté dans cette seconde Partie, constituant l'élude d'en- 
semble de la régie, est fort simple. Les expériences de Regnault sur la 
compressibilité des gaz « sont, comme tous les travaux de l'illustre physi- 
cien, des chefs-d'œuvre d'exactitude, dont les résultats immédiats sont pour 
la Science des documents inattaquables et définitifs (') »; aussi avons-nous 
étudié avec notre appareil la compressibilité de Pair sec et comparé les ré- 
sultats de cette première étude à ceux de Regnault. Dans ce but, nous avons 
adopté le procédé expérimental de Regnault qui nous a d'ailleurs ser>-i, 
ainsi qu'il sera dit plus loin, dans toutes nos expériences. L'air sec, envoyé 
dans le tube-laboratoire du manomètre, y occupait successivement, à tem- 
pérature constante des volumes i et J ; les grandeurs physiques nécessaires 
aux corrections : Lempéralures, pression atmosphérique, étaient mesurées, 
et l'on recommençait après départ d'une certaine quantité d'air sec; puis 
on appliquait aux résultats les corrections adoptées par Regnault (*). 

l^es diflérences entre les nombres obtenus cl ceux résultant des formules 
de Regnault faisaient connaître les corrections à apporter aux lectures dans 
les diverses régions de la règle, corrections provoquées non seulement par 
les déformations de la règle, mais encore par l'erreur personnelle de l'expé- 
rimentateur qui se trouvait ainsi corrigée en même temps. 

Afin d'obtenir plus de symétrie et de simplicité dans les calculs, on éli- 
minait toutes les expériences dans lesquelles les volumes i et j n'avaient pas 
été rigoureusemenl obtenus et celles où la température de l'air comprimé 
avait varié. Il nous est ainsi resté {\ \ expériences qui ont été divisées en deux 
catégories absolument au hasard : 3^ prises de façon à se distribuer sur 
toute la longueur de la règle, d'une manière à peu près uniforme, ont servi 
à déterminer les corrections des lectures supérieures correspondantes; les 
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7 autres ont servi de contrôle à ces corrections en interpolant à l'aide des 
37 expériences fondamentales et comparant les résultats de ces interpola- 
tions à ceux calculés d'après les formules de Regnault. Les diflercnccs ont 
été extrêmement faibles; par exemple, pour la lecture Ggo*^"*, 12, la correc- 
tion était trop forte de o*^'",ioi; pour 885*^*", 26, trop faible de o*^"^, i44> ^t 
pour i47i*^'",oG, également trop faible de o*^*", 207. 

Ces expériences de contrôle ayant ainsi permis des rectifications, en réa- 
lité peu importantes, des corrections (*), nous avons obtenu, de la sorte, 
44 points répartis sur l'échelle d'une manière sensiblement uniforme et entre 
lesquels la correction considérée s'obtient par interpolation. Si Ton observe 
que les lectures inférieures servent également de contrôle, on a ainsi 88 ré- 
gions dont les corrections, déterminées directement, se contrôlent mutuel- 
lement. 

Nous ne croyons pas utile de reproduire la Table complète des valeurs do 
ces corrections qui sont toutes soustractives, ce qui s'explique par le tasse- 
ment du support en chêne de l'ensemble du manomètre. Nous nous propo- 
sons, en effet, pour les recherches que nous ferons ultérieurement, de changer 
le mode de fixation de la longue règle et de la placer dans de meilleures 
conditions permettant l'utilisation immédiate de son excellente graduation. 
Néanmoins, nous donnerons, dans le Tableau suivant, quelques valeurs des 
corrections dont nous venons d'indiquer la détermination. 

Lectures sur la règle. Constantes soustractives. 

cm cm 

I 39 , 39 o , 008 I 

190,27 0,0594 

3o5,57 0,0905 

392,22 0,232I 

463,62 0,3906 

538,12 0,5928 

708,80 0,7549 

885,26 o,923i 

954,98 i,i6i5 

1096.57 1,2393 
1275,15 1,7754 
i48i,ii 2,0680 

1674.58 2,2637 



(1) Ces sept expériences de contrôle peuvent, au premier abord, paraître insuffisantes; 
mais remarquons que, dans le calcul, de proche en proche, des expériences fondamentales 
pour obtenir les corrections des régions supérieures, on interpolait dans les régions infé- 
rieures qui se trouvaient, par ce fait, contrôlées. On avait eu, d'ailleurs, intérêt à trouver 
directement, par comparaison aux résultats de Regnault, le plus grand nombre possible de 
corrections, afin de diminuer les intervalles d'interpolation. 
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Nous remarquerons que ces corrections ne sont pas très importantes. Il 
suffît, pour s'en rendre compte, de les comparer à celles nécessitées par la 
réduction à o** de la colonne de mercure dont la Table est donnée plus loin ; 
on peut y voir, en effet, qu'une colonne de mercure de 1700*^" de longueur 
exige, à 20**, une correction soustractive de 5*^™,474« 

Nous ajouterons encore que, dans le cours de notre travail, nous avons 
eu plusieurs fois à contrôler de nouveau ces corrections de la règle en étu- 
diant isolément les gaz dont nous faisions des mélanges, et comparant en- 
core les résultats obtenus dans chaque cas à ceux de Regnault (*). Les 
différences étaient insignifiantes et n'ont jamais dépassé o*^***,5 pour les lec- 
tures faites dans les régions les plus élevées de la règle. L'exactitude et la 
persistance des corrections étaient ainsi nettement établies. 

Echelles. — Les lectures sont rendues possibles, sur la longue règle, par 
des échelles, ordinaires et mobiles à la cave et au galetas, spéciales et 
fixées à demeure au rez-de-chaussée et au premier. Celles-ci à échelons 
plats, présentent respectivement 20 échelons au rez-de-chaussée et 19 au 
premier étage. Des crampons, en fer, fixés à la partie supérieure, coulissent 
dans des glissières métalliques fixées sur une planche adossée au mur. On 
peut ainsi, sans danger, donner aux échelles des positions très voisines delà 
verticale ou les incliner notablement suivant les besoins. Les échelles sont 
d'ailleurs placées à la droite (en regardant l'appareil) de la boîte de protec- 
tion du système manométrique. 

B. Thermomètres. 

Des thermomètres destinés à faire connaître la température du mélange 
gazeux comprimé et la température moyenne de la colonne de mercure sont 
disposés le long de l'appareil. Ils ont été préalablement étudiés par com- 
paraison avec un thermomètre Baudin étalon n^9100 gradué en ~ de degré 
de — i*^ à 101**, et pour lequel les lectures doivent être augmentées de 
o«,o8. 

Le thermomètre destiné à fournir la température du mélange gazeux 
dans le tube-laboratoire est suspendu, au contact de ce tube, par l'intermé- 
diaire d'une petite ficelle, au robinet supérieur du tube. Ce thermomètre, 

(*) On trouvera ces résultats plus loin : Chapitres II et III. 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÉLASTICITÉ DES MELANGES GAZEUX. G. 21 

construit par M. Darsonville, est gradué de — 8**, 5 à -h 33**, 3 en ^ de de- 
gré. Il est absolument identique, au point de vue des indications, au ther- 
momètre étalon Baudin. Ses lectures doivent donc être augmentées de 
o",o8. 

Au rez-de-chaussée, vers le milieu de la colonne de mercure, appliqué 
contre le tube manométrique, est disposé également un autre thermomètre 
Darsonville divisé en ^ de degré de — 7^,9 à -♦- 34**, 7. Pour celui-ci, les 
lectures doivent être diminuées de o**,02. 

Dans les mêmes conditions, sont placés au premier étage et au galetas, des 
thermomètres divisés en degrés, mais sur lesquels l'appréciation du { de 
degré est très aisée. Le premier est gradué de — 8® à + 102** et le second 
de — 12** à -h 1 15*^; tous deux, comparables au thermomètre étalon, exigent 
pour leurs lectures une correction de H- o®,o8. 

On voit que, d'après cela, les lectures directes des thermomètres sont 
suffisantes si Ton se contente de lire les températures en — de degré, ce qui 
est le cas le long de la colonne de mercure. Il n'en est pas de même pour la 
température du mélange gazeux; le thermomètre qui la donne, lu à la 
loupe, fait connaître le j^ de degré et est corrigé ainsi qu'il est dit ci- 
dessus. 

A ce propos, nous ferons remarquer que le tube-laboratoire n'est pas en- 
touré d'une enveloppe destinée à maintenir sa température constante. 
L'adjonction de cette enveloppe, qui ne pourrait que compliquer les lec- 
tures, n'a pas été reconnue nécessaire. L'étude des variations de tempéra- 
ture dans cette partie de la cave a montré, en effet, que ces variations étaient 
extrêmement lentes et que la constance de la température se maintenait 
pendant des périodes assez longues. 

Le mode de construction et la situation du manomètre plaçaient tout 
l'instrument dans un véritable courant d'air ascendant, grâce auquel les 
températures se régularisaient et se maintenaient très bien le long de la co- 
lonne mercurielle. 



C. Baroînctre, 

Le baromètre dont nous disposions était un baromètre holostérique com- 
pensé de Naudet, gradué en millimètres de ^o^*" à 79*^"*, sur lequel on appré- 
ciait à la loupe, sans difficulté, le -J de division. A ce baromètre était 
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annexé le procès-verbal de son étude au Bureau cenlral mêtêoralogîqne d*^ 
France. Il en sera parlée de nouveau* plus loin. 

D. Rècipieni à mclari^*\K ^azrnx^. 

Cje rêcîplenU conslruil sur no> irulloalions [larMM. iiolaz* esl en cuivn^ 
r^^UiTO, de forme cylindrique, leniiiiié j^ar di's l»ases lèjrêreinenl Lombêos 
lirast-^^s sur la jvirlie c\lindrique: sa liauleur totale, d'un fond a rauln\ 
est de -il*"" et son Jiamôlre de îS*. Il a été essayé, par l*-"« construo- 
lours, sous une pression de 3j"". I>ou\ tubulures élargies sont ménagées 
sur sa Kiso su|H*rieure; sur chacuut^ delk^ est boulonné, avec interposition 
d'un cuir, un ajutage de oui\re muni d'un rcibinet. La partie supérieure de 
chaque ajulage présente e\l»*ii»»urouicnt un pas de \is sur lequel peut 
mordre un oorou qui gli>se sur rexlrcmilé on for soudée aux tubes de cuivre 
établissant la comniunioation a\ec le tuho-Iaboratoire oula|x>mpe rotative. 
Ce! écrou, |Mr rinlorniédîaire d'un cuir, pormel une fermeture hermétique 
a la jonctit»n. C'est d'ailleurs le môme dispositif qui est adopté pour la C\a- 
lion des tubes sur la pompe n>talivo. 

Le réservoir, dont nous venons do parler, est entièrement contenu dans 
une cuve cylindrique, en zinc, do Jt j*"" de diamètre sur 5o** de hauteur. 
Cette cuve, grâce à laquelle le récipient peut être entouré d'eau, est suppor- 
tée par un trépied en bois, 

E. Pompt* roM/ii e. 

Nous disposions d'une jx>mpe n^lative Golaz, aspirante et foulante, mon- 
tée sur un pied en fonte et pormottant la compression jusqu'à aï*"", indica- 
tion de son manomètre métallique i / K 

F. Gazomrfr^s. 

Enfin, deux petits gaxomèlr^^s identiques entre eux étaient destinés i re- 
cueillir les g-Ai %ipr\*s leur puriîîoalion, mais avant leur dessiccation qui 
s'effectuait durant le irajot néoossilo jxir l'envoi, à l'aide de la {x>mpe rota- 
tive, dans le réservoir spécial à molangos. 

^M V»^ e\<^Uonle fipir< 4e w hi«>J^I< de pxMnpc s* lf\^«ve : Vk^xk. Ccmrs dt Physique. 
\. t. fk, ^v(,^rf^, 5»f. 
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Ces deux gazomètres, construits autrefois par Fortin, sont constitués 
chacun par une cuve en cuivre dans laquelle s'engage une cloche cylin- 
drique, en zinc, bombée à sa partie supérieure. Cette cloche a un diamètre 
de 27*^", 5 et une hauteur de 3o*^"*. Le gaz y est amené intérieurement par 
un tube qui vient buter contre la partie supérieure; ce tube, en T retourné, 
présente à sa base, deux orifices extérieurs munis chacun d'un robinet. Par 
l'intermédiaire de tubes en T bifurcateurs, les deux gazomètres sont réunis 
entre eux et avec l'appareil générateur et purificateur du gaz d'une part, 
entre eux et avec les appareils dessiccateurs suivis de la pompe rotative 
d'autre part. Cette disposition permet, par l'emploi des robinets dont sont 
munis les gazomètres, de vider l'un de ces gazomètres pendant que l'autre 
se remplit. Les communications sont d'ailleurs établies à l'aide de très épais 
caoutchoucs à vide. 



IL — Méthode expérimentale. 

Ainsi que l'a dit M. Cailletet « les recherches de Regnault sur la compres- 
sibilité des fluides élastiques resteront dans la science comme un modèle de 
précision sur lequel devront se baser tous ceux qui étudieront ces difficiles 
questions » (*). C'est pourquoi la méthode expérimentale et les corrections 
adoptées, dans le travail actuel, sont naturellement celles indiquées par Re- 
gnault et décrites par lui dans son très important Mémoire sur la loi de la 
compressibilité des fluides élastiques. 

Un volume du tube-laboratoire, que nous représenterons par 1, est rem- 
pli du mélange gazeux sous une pression déterminée; puis, ce mélange 
gazeux est comprimé de manière à n'occuper que le volume ^, et l'on mesure 
la pression correspondante ainsi que les diverses grandeurs physiques indis- 
pensables pour les corrections. Cela fait, on laisse échapper une certaine 
quantité du mélange gazeux et l'on amène la nouvelle masse à occuper le vo- 
lume I primitif sous une pression que Ton évalue; on recommence l'expé- 
rience et l'on continue de môme pour les déterminations suivantes. 

La méthode adoptée est donc celle des pressions décroissantes sur des 
masses gazeuses de plus en plus faibles et à température constante. Elle 



(*) L. Cailletet, Recherches sur ta compressibitité des gaz {Journal de Physique, 
i~ série, l. VIII, p.' 268; 1879). 
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nous présente évidemment les avantages déjà signalés par Regnault : vo- 
lumes considérables occupés parle mélange gazeux, grande précision dans 
les mesures par suite de la fixité des repères en face desquels on amène le 
mercure dans le tube-laboratoire, d'où une erreur relative ne croissant pas 
avec la pression initiale. Mais, en outre, dans le cas actuel des mélanges 
gazeux, ce procédé garantit la persistance de composition du mélange pen- 
dant une série d'expériences. Ce dernier fait a d'ailleurs été contrôlé par la 
concordance des analyses faites au début et à la fin de chaque série de me- 
sures. Cette méthode est celle que Regnault employait de préférence pour 
les gaz autres que Tair, précisément pour être « plus sûr d'opérer pendant 
toute une série sur un gaz parfaitement identique ». 

Le principe de la méthode expérimentale étant ainsi établi et justifié, 
nous allons en préciser les détails. 

Le mélange gazeux est préalablement emmagasiné dans le récipient, en 
cuivre rouge, à gaz comprimés. Dansée but, les gaz sont extraits des gazo- 
mètres à l'aide de la pompe rotative; ils traversent Fensemble des appareils 
dessiccateurs et sont envoyés dans le récipient, en prenant des précautions 
spéciales qui seront signalées dans Texamen particulier de chacun des mé- 
langes étudiés. On attend au lendemain pour faire Tanalyse du mélange el 
pour commencer une série de mesures. 

Le robinet supérieur du tube-laboratoire étant ouvert, on remplit, h 
l'aide de la petite pompe foulante à eau, ce tube de mercure, de manière à 
obtenir un bouton de mercure à la partie supérieure de ce tube. Le mercuro 
s'élève, simultanément, à la même hauteur, dans la longue branche. Le 
résultat obtenu, on tourne le robinet intermédiaire entre la pompe foulante 
et le manomètre, pour interrompre la communication entre ces deux parties 
de l'appareil ; puis on fait communiquer le tube-laboratoire avec le réci- 
pient contenant le mélange gazeux, en fixant le tube de cuivre sur la douille 
supérieure à robinet du tube-laboratoire; on ouvre le robinet du récipient 
el le mélange pénètre dans le tube-laboratoire en refoulant le mercure dans 
la longue brtinche. Mais il s'est introduit, en môme temps, Tair que conte- 
nait le tube de communication; aussi, fermant le robinet du récipienl, 
laisse-l-on échapper le gaz introduit en dévissant très légèrement Técrou 
fixant le tube de communication sur le récipient. Dès que le mercure rem- 
plit, de nouveau, le tube-laboratoire, se retrouvant à la hauteur primitive 
dans la brandie ouverte du manomètre, on serre vivement l'écrou sur la 
clef duquel on a eu constamment la main; puis, ouvrant encore le robinet 
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du récipient, on laisse entrer une seconde fois, le mélange gazeux dans le 
tube-laboratoire, pour le laisser échapper ensuite par la manœuvre que nous 
venons de décrire. On répète l'opération de i5 à i8 fois, ce qui constitue 
une série de lavages du tube-laboratoire par le mélange gazeux et garantit 
pour le mélange étudié la composition déterminée par l'analyse pour le 
mélange emmagasiné. Des analyses de contrôle ont permis de vérifier le fait. 

Le mélange gazeux étant ainsi arrivé dans le tube-laboratoire, on ferme 
le robinet supérieur de ce tube et, ouvrant le robinet de communication 
entre le manomètre et la pompe foulante, on laisse écouler, en partie, l'eau 
de cette pompe, de manière à diminuer la pression et à faire occuper au 
mélange gazeux, dans la courte branche, le volume pris pour unité. On 
amène donc dans cette branche le niveau du mercure en face de la lan- 
guette du vernier dont la position détermine ce volume. Cette opération 
nécessite souvent, surtout au début, des tâtonnements; mais on arrive, par 
l'usage journalier de l'appareil, à la faire rigoureusement, avec une rapidité 
relative (*). On supprime la communication entre la pompe foulante et le 
manomètre, et l'on fait alors les lectures du baromètre et des thermomè- 
tres en se transportant le long de la colonne; on note en même temps la 
hauteur à laquelle s'élève le mercure dans la branche ouverte. 

Puis, on rétablit la communication entre la pompe foulante et le mano- 
mètre et, par la manœuvre de la pompe foulante, on réduit le mélange ga- 
zeux à ne plus occuper que le volume ^, en amenant le ménisque du mer- 
cure dans le tube-laboratoire en face de la languette du vernier déterminant 
ce volume ^. Il est commode de réduire le volume à moins de ^, et de lais- 
ser échapper, par le robinet à trois voies, un peu d'eau de la pompe fou- 
lante, pour revenir exactement à ~, Dès que ce résultat est obtenu, on sup- 
prime la communication entre la pompe et le manomètre et Ton attend 
quelques instants , afin de laisser dissiper la chaleur produite par la com- 
pression. Puis, comme dans le cas du volume i, on fait les lectures du 
baromètre, des thermomètres et du niveau du mercure dans la longue 
branche du manomètre (^). 

(1) La même remarque s'applique à la réduction du gaz au volume , dont nous parlons 
ensuite. Dans le cours de ce travail, nous nous sommes astreints à obtenir très exactement 
les volumes i et } préférant perdre les expériences où ces conditions ne pouvaient être réa- 
lisées, que faire les corrections que ces expériences auraient nécessitées. 

(*) Nous avons rejeté systématiquement les expériences dans lesquelles nous avions con- 
staté une variation dans la température du mélange gazeux. 

Fac, de T, — V. GJ\ 
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Une expérience est ainsi achevée; pour passer à rexpcriencc suivanu», il 
faut laisser échapper une partie du mélange. Au début de nos recherches, 
nous ouvrions simplement, avec rapidité, le robinet supérieur du tube- 
lal)oraloire; mais ce procédé faisait décroître trop rapidement la masse ga- 
zeuse, et ne permettait qu'un nombre assez limité d'expériences pour une 
même série. Aussi avons-nous ensuite opéré de la manière suivante : if 
tube de communication entre le tube-laboratoire et le récipient contenant 
le mélange restait en place, renfermant précisément le mélange considéré 
comme consécpience de la manœuvre d'introduction de ce mélange dans h* 
tube-laboratoire; en dévissant légèrement Técrou de fixation sur le réci- 
pient, on laissait échapper une partie de ce mélange de manière à diminu<»r 
sa pression dans le tube de communication. Puis, par sortie d'eau de la 
pompe foulante, on amenait le mélange, dans le tube-laboratoire, à occuper 
un volume voisin du volume i, et, ouvrant alors le robinet du lube- 
laboratoire, on faisait arriver dans le tube de communication une partie du 
mélange contenu dans le tube-laboratoire; l'ouverture et la fermeture du 
robinet étant très brusques, la masse gazeuse, qui se détendait dans un vo- 
lume relativement petit, diminuait peu. Par le jeu de la pompe foulante, 
on amenait la nouvelle masse à occuper le volume i , et tout recommençait 
comme précédemment. Cette méthode d'échappement du gaz permellait 
des exj)ériences rapprochées et nombreuses dans une même série et, par 
suite, l'étude continue du phénomène. 

Nous croyons devoir ajouter que toutes les expériences étaient faites sans 
le secours d'aucun aide, et que l'expérimentateur a, personnellement, fait 
toutes les mesures et opérations nécessaires. 



III. — Corrections adoptées. 

Les corrections subies par les diverses lectures sont de deux ordres : 
celles relatives à la hauteur de mercure soulevée dans la longue branche 
ouverte du manomètre, et celles nécessitées par l'évaluation de la pression 
atmosphéri(jue au sommet de la colonne mercurielle. 

Les colonnes de mercure qui servent à mesurer les pressions des mé- 
langes gazeux sont ramenées à la température de o**, corrigées de la coni- 
pressibilité du mercure et de la déformation de la règle. Cette dernière 
correction, déterminée ainsi qu'il a été dit précédemment, et qui pour 
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toutes les régions de la règle est soustractive, n'a jamais assez d'importance 

pour modifier le sens du phénomène (' ). 

Réduction à o^. — Pour ramener à o" la longueur observée /, il suffit 

d'en retrancher la quantité 

/(a -A-)/, 

en appelant a et /Ir les coefficients de dilatation linéaire du métal de la règle 
et de dilatation cubique du mercure, et t la température moyenne de la 
colonne fournie par la moyenne des lectures des thermomètres échelonnés 
le long de cette colonne; la règle étant en laiton, 

«=10,000019, a — A: = o,oooi6i, 

de sorte que la quantité à soustraire est 

/ X 0,000161 X /, 

dont le calcul ne présente aucune difficulté. Nous donnons, dans le Tableau 
suivant, quelques-unes des valeurs de cette correction utilisées dans nos 
calculs. 



(1) On tenait compte, tout d'abord, comme il a été dit plus haut, de la dépression 
capillaire dans la longue branche et du défaut de correspondance des deux régies du mano- 
mètre. 
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longueur, sa densité prise sous la pression atmosphérique normale. Nous 
avons adopté pour cette correction, qui est addilive, la formule établie par 
Regnault, 

h — 5 := —(5 — I ,52)J, 

dans laquelle h — z représente la correction à ajouter à la hauteur ob- 
servée z pour obtenir la hauteur normale h. La valeur du coefficient jjl de 
compressibilité du mercure, sous une pression égale au poids d'une co- 
lonne de mercure de i"* de longueur, est 

jUL Z= 0,000004628 (*). 

Pour la correction actuelle, Regnault a pris 

jj. 1= 0,000004 63, 

et calculé, à l'aide de la formule précédente, une Table donnant les valeurs 
de la correction pour des colonnes de mercure de i™ à 25™. C'est ce Tti- 
bleau que nous avons employé pour faire la correction considérée; nous en 
reproduisons la partie qui nous a servi, pour interpoler, dans nos expé- 



riences. 








z en ccnlimèlres. 


A — z en centim 




lOO 


0,(»0OI2 




l52 


0,00000 




200 


-f-o, 00024 




3oo 


-+-0,00102 




4oo 


-+-0,00229 




5oo 


H-o, 00402 




600 


-ho,oo6i9 




700 


H-o, 00886 




800 


-♦-0,01198 




900 


-i-o,oi555 




1000 


-+-0,01959 




1100 


4-0,02409 




1200 


-^o, 02904 




i3oo 


-+-0, 03448 




1400 


-+-o,o4o36 




i5oo 


4-0,04671 




1600 


-+-o,o5352 




1700 


-t-o, 06079 



(*) Regnault, De la compressibilité des liquides, et en particulier de celle du mer- 
cure {Mémoires de l'Académie des Sciences de l'Institut de France^ l. XXF, p. 4^^*; 

1847). 
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Corrections barométriques. — Pour Tévaluation de la pression alino- 
sphéri(iue nous possédions, avons-nous déjà dit, un baromètre métallique 
Naudot qui avait été étudié au Bureau central météorologique de France. 
11 faut faire subir aux lectures de cet instrument une première correction 
|>roportionnelle à la bauteur barométrique à raison de o^^'^.oS par lo*^™. Les 
quantités à ajouter tout d'abord aux lectures sont ainsi 



cm 




cm 


OjtMJO 


a 


76 


0,008 


a 


75 


0,016 


a 


74 


0,00. i 


1 

a 


73 


0,0'{2 


a 


7a 


o,o5o 


ù 


70 


0, i3i 


a 


Co 


0,210 


à 


5o 



conformément à la Note du Bureau central météorologique jointe à Tinstru- 
ment. 

Cette correction faite, les lectures sont celles d'un baromètre normal à 
mercure; il faut donc ramener en premier lieu la lecture à la température 
de o*^, ce qui se fait à Faide des Tables à double entrée de Delcros. 

Une nouvelle correction provient de la nécessité d'évaluer la pression 
atmosphérique au sommet de la colonne mercurielle dans la grande 
branche ouverte du manomètre. Ici encore, nous avons utilisé la formule 
adoptée par Regnault, 

h 



c, — ^0 = iSSgSoo**" log 



h — Ih 



où Zi — Zq représente la différence de niveau entre le sommet de la colonne 
mercurielle et la cuvette du baromètre (*), h la hauteur barométrique au 
niveau z^ réduite à o** et h — Ah cette hauteur réduite à o** au niveau z^ (*). 



(*) Ici plan horizontal passant par le centre de notre baromètre holostérique. 

(*) Il faudrait, ce que ne faisait pas Be<;:nault, tenir également compte de la hauteur 
moyenne de la colonne gazeuse contenue dans le tube-laboratoire: la pression moyenne de 
ce gaz est, en eiïet, plus petite que la pression supportée par la surface libre du mercure 
dans le tube. Nous avons également négligé cette correction du poids du gaz; car, si on 

l'applique aux résultats de Rcgnault, les valeurs de ~p-* 1 données par lui ne sont pas 



(f!) 



modifiées et le changement apporté aux valeurs absolues des pressions est însîgniGant; 
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Dans le Tableau suivant, on trouvera les valeurs de AA pour des valeurs 
de h égales à 74*^°S 7^^*" ^t 76*^°* et des diflërenccs de niveau croissant de 
100*^°* à 2000^"*. Les nombres relatifs à A = 76^*" ont été donnés par Ue- 
gnault; ceux des autres colonnes ont dû être calculés par nous ; car, la hau- 
teur barométrique moyenne, à Toulouse, étant 75^", ils nous étaient né- 
cessaires pour les interpolations. 

Table \t B. — Evaluation de la pression atmosphérique au sommet de la colonne de mercure. 





• 

VALKUIIS DE A/l (EN CENTIMKTRKS ). 


ce^lillu•tro^. 




h = 7.=)'='». 


1 


lui 








100 


0,0093 


0,009 i 


0,009;) 


700 


0.01 85 


0,0188 


0,01 90 


3 00 


o,o>.78 


0,07, 87, 


0,07,8 ) 


ioo 


0,0*571 


0,0376 


o,o38o 


:)oo 


o,o4(>3 


o,oî()9 


o,oi7J 


(ioo 


o,o:>:j() 


o,o563 


0,0571 


700 


0,0018 


0,06)7 


o,oG66 


«00 


0,0711 


0,07)1 


0,0761 


900 


o,o83'J 


0,08^5 


0,08)6 


ir>oo 


0,09'2') 


0,0938 


0,0951 


I lOU 


0,1018 


0,I03'2 


0, 10.16 


l'AOO 


, 1 1 1 1 


, I I 9.6 


0,1141 


i3o() 


0, l9.o3 


0,1 97,0 


0,1236 


1400 


0,1296 


o,i3i3 


o,i33i 


1 3o() 


o,i388 


0,1407 


o,i4'Jt6 


iGoo 


o,iî8i 


0,1 101 


0, i55ti 


1700 


0,1)73 


0,159) 


0,1616 


1800 


0, 1G66 


0,1688 


0,1711 


1900 


0,17)8 


0,1782 


0,1806 


9.000 


o,i8)i 


0,1876 


0,1901 



A Taide de cette Table, nous déterminons tout d'abord la correction 
constante nécessaire pourra mener la lecture à ce qu'elle aurait été au zéro de 
la règle du manomètre, autrement dit, nous tenions compte de la hauteur à 
laquelle se trouvait le baromètre ; puis, ayant ainsi la pression à o"" et au ni- 



ainsi(*), pour 51—^0 = 220*"", la pression moyenne de la colonne sous une longueur de 
1)0*" ne diffère de la pression à la hase que de o*""*, 157. 
(») ViOLLE, Cours de Physique, t. l, p. H.Vi. 



iwA2 



r. LJkLA. 
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entre le double de la pression initiale considérée représentée par Tabscisse 
et la pression finale relative au volume ^. 

L'ordonnée, ainsi choisie, donne une interprétation particulièrement 
simple des nombres expérimentaux. La différence 2P0 — P| fait connaître, 
en effet, l'écart entre la loi de Mariotte et la compressibilité réelle du sys- 
tème gazeux. Si le gaz suivait la loi de Mariotte, on aurait 

et, par suite, une valeur nulle pour la différence; l'axe des abscisses repré- 
sente donc la loi de compressibilité d'un gaz parfait obéissant à la loi de 
Mariotte. 

Si le gaz se comprime plus que ne l'indique cette loi, on a 

Pl<2Po, d*où 2P0— Pj>0, 

c'est-à-dire des ordonnées positives; c'est le cas de l'air, l'azote, le gaz 
carbonique; si, au contraire, le gaz se comprime moins que ne le voudrait 
la loi 

Pl>2Po, 2Po-P,<0, 

les ordonnées sont négatives : le cas se présente pour l'hydrogène. 

Ainsi donc, la différence 2P0 — P, prise pour ordonnée, écart entre la loi 
de Mariotte et la compressibilité du gaz dont le volume V^ sous la pression 

Po, devient V, = — sous la pression P, , est positive si le gaz se comprime 

plus que ne l'indique la loi, négative dans le cas contraire. 

Dans ce mode de représentation, les résultats trouvés par Regnault pour 
l'air, l'azote, le gaz carbonique et l'hydrogène, et qui, dans son système 
de coordonnées, se rangent sur des courbes qui diffèrent très peu de 
lignes droites, mais dont la courbure est néanmoins appréciable, se pla- 
cent ici rigoureusement sur des lignes droites issues de l'origine, situées 
au-dessus de l'axe des abscisses pour les trois premiers gaz, au-dessous 
pour l'hydrogène. 

Nous préciserons ce dernier point, en montrant ce que devient la formule 
générale de Regnault 



Pi 

-=ii -+- A(/n — i)H-B(/n — i)', 



Po 



m 
Fac de T. — V. G.5 
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nous présente évidemment les avantages déjà signalés par RcgnauU : vo- 
lumes considérables occupés parle mélange gazeux, grande précision dans 
les mesures par suite de la fixité des repères en face desquels on amène le 
mercure dans le lube-lalioratoire, d"où une erreur relative ne croissant pas 
avec la pression initiale. Mais, en outre, dans le cas actuel des mélanges 
gazeux, ce procédé garantit la persistance de composition du mélange pen- 
dant une série d'expériences. Ce dernier fait a d'ailleurs été conlrùlé par la 
concordance des analyses faites au début et à la iiu de chaque série de me- 
sures. Cette méthode est celle que Regnaull employait de préféi-ence pour 
les gaz autres que l'air, précisément pour être « plus sûr d'opérer pendant 
toute une série sur un gaz parfaitement identique «. 

Le principe de la méthode expérimentale étant ainsi établi et justifié, 
nous allons on préciser les détails. 

Le mélange gazeux est préalablement emmagasiné dans le récipient, en 
cuivre rouge, à gaz comprimés. Dans ce but, les gaz sont extraits des gazo- 
mètres à l'aide de la pompe rotative ; ils traversent l'ensemble des appareils 
dessiccateursct sont envoyés dans le récipient, en prenant des précautions 
spéciales qui seront signalées dans l'examen particulier de chacun des mé- 
langes étudiés. On attend au lendemain pour faire l'analyse du mélange et 
pour commencer une série de mesures. 

Le robinet supérieur du tube-hiboraLoire étant ouvert, on remplit, à 
l'aide de la petite pompe foulante à eau, ce tube de mercure, de manière à 
obtenir un bouton de mercure à la partie supérieure de ce tube. Le mercure 
s'élève, simultanément, à la même hauteur, dans la longue branche. Le 
résultat obtenu , on tourne le robinet intermédiaire entre la pompe foulante 
et le manomètre, pour interrompre la communication entre ces deux parties 
de l'appareil ; puis on fait communiquer le tube-laboratoire avec le réci- 
pient contenant le mélange gazeux, en fixant le tube de cuivre sur la douille 
supérieure à robinet du tube-laboratoire; on ouvre le robinet du récipient 
et le mélange pénètre dans le tube-laboratoire en refoulant le mercure dans 
la longue branche. Mais il s'est introduit, en naéme temps, l'air que conte- 
nait le tube de communication; aussi, fermant le robinet du récipient, 
laisse-t-on échapper le gaz introduit en dévissant très légèrement l'écrou 
fixant le tube de communication sur le récipient. Dès que le mercure rem- 
plit, de nouveau, le tube-laboratoire, se retrouvant à la hauteur primitive 
dans la branche ouverte du manomètre, on serre vivement l'écrou sur la 
clef duquel on a eu constamment la main; puis, ouvrant encore le robinet 



(i.Vi l\ ULA. 

f'tf pour m = 2f donne finalement 

Dans le» mèm^'ft condilions, on obtient pour Thydroj^êne 

'iPt — Pi -= — 0,001 II P, 

2p, — P, -- 0,001 36 P». 

Ce» r/'HultalH »ont reprm*nl/*» (çraphiqui'ment par la y?^. 5, donlle tracé 
primitif a été fait à réclK?IIe d^f >•* pour 200"" pour les abscisses, et dp )^ 
pour 10*^ pour h*» ordonnée*». 

Le*» quatre droitr*» fij^urative» d**» compressibilités de» gaz carbonique, 
air, azole et bydroprne {larte'nt de Torigine et passent respectivement par 
b's point» ayant [>our abscisse commune I*. = 1000*^, et pour ordonm'^s 
rorn'spondantfs -f- 1 7**" pour le gaz carlninique, H- 2*^*, 2 pour Fair scr . 
H- 1*^, 1 pour Tazote e*t — i*^*, 1 pour rbydrogêne. La position, par rapport 
21 c(*s droites fij^urativcs, de la courbe obtenue expérimenlab*ment avec un 
mélange gazeux déterminé, indiquera alors immédiatement la loi deconi- 
pressibilité de ce mélange. 

Les courbes représentatives originales ont été tracées sur du papier 
i|uadrilié, système L. (iuiguet, en représentant loo*^"" par S*"" pour 1rs 
abscisses P^ et 1*^" par o^"^, î pour les ordonnées 2P0 — P| dans le cas des 
mélanges d*air et de gaz carbonirpie, de gaz carbonique et d'iiydrof^nu', 
tandis que, pour ceux d'air et d'Iiydrogéne, récbelle adoptée est la nirni*' 
pour les abscisses, mais les ordonnées sont représentées en véritable gran- 
deur. 



*—— 
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CHAPITRE II. 

MÉLANGES D'AIR ET DE GAZ CARBONIQUE. 



I. — Préparation des mélanges. 

Les mélanges d'air et de gaz carbonique étudiés sont au nombre de neuf; 
ils contiennent respectivement ii,oo, 19, 36, 26,98, 33,33, 4o,o8, 42,70, 
47,54, 56,92 et 62,50 pour 100 de gaz carbonique. Ils étaient préparés de 
la manière suivante. 

De Pair sec était d'abord emmagasiné, sous une pression élevée, dans h» 
récipient à gaz comprimés. Cet air, aspiré de l'extérieur par un long tube 
en caoutchouc, à Taide de la pompe rotative, traversait tout d'abord l'appa- 
reil dessiccateur, composé de six longues éprouvettes desséchantes, conte- 
nant, les unes, du chlorure de calcium; les autres, de la ponce sulfurique, 
et disposées alternativement. Comme cet air était destiné à être mélangé 
avec du gaz carbonique, on ne le dépouillait pas de celui qu'il contenait. 
Cet air, ainsi desséché, était envoyé, par la manœuvre de la pompe rota- 
tive (*), dans le récipient en cuivre rouge, et comprimé d'abord jusqu'à 
une pression de 3*^™ environ, indiquée par le manomètre métallique de la 
pompe. Puis, on laissait échapper cet air comprimé, et Ton recommençait 
six à huit fois la même opération, de manière à être assuré d'avoir un air 
complètement sec dans le récipient. Dans une dernière opération, on com- 
primait jusqu'à 10*'™ ou 1 1*'™ Tair sec introduit. 

C'est dans cet air ainsi comprimé que l'on envoyait du gaz carbonique; 
pour constituer un premier mélange qui était analysé et étudié. Cette étude 
achevée, le mélange était enrichi en gaz carbonique par l'addition d'une 
nouvelle quantité de ce gaz, et la suite des opérations se continuait dans le 
même ordre. 

Le gaz carbonique était préparé dans un appareil continu Sainte-Claire 
Deville, par l'action de l'acide chlorhydrique pur, étendu, sur du marbre 



(*) Afin d'éviter rintroduction de poussières dans les soupapes de celle pompe, un lube 
conlenant du colon ctail interposé enlre l'appareil dessiccaleur et la pompe. 



(i.lS r. LiL.%. 

Iilaiic, saccharoîde, compacl de Sainl-Bêal. I^ gaz obtenu êlail nécessai- 
reuit'nl pur; néanmoins, il [>ouvaît enlraînT de l'acide clilorliydrique, que 
l'on arrêtait par le juissage du courant gazeux dans un flacon laveur renfer- 
mant de Feau siiturêe de bicarbonate de soude, et interposé entre l'appareil 
i;«'nêrateur et les gazomètres. 

Le gaz carbonique, aspiré des gazomètres j>ar la pompe rotative, traver- 
sait d'abord un flacon bitubulé, uniquement desûnê à empecber Teau, su*i- 
Cf*ptible d'èlre aspirée accidentellement, d«* pénétrer dans les appareils cb's- 
siccaleui^. Mais, avant d'introduire le gaz carbonique dans le récipient en 
cuivre rouge, on dévissait un [)eu Fécrou livant sur ce récipient le tubr^ <!«' 
cui>Te venant de la pompe, et, en mana.'uvrant cette pompe, on laissait 
[>erdre Irvâs gazomètres de gaz carbonii|ue, de minière à remplir de ce jraz 
rensemble des apjvareils, du gazomètre au récipient à mélang<*s. Cela fait, 
on serrait fortement Fécrou, et, ouvrant le rtibinel du récipient, on en- 
voyait alors le gaz carbonique se mélanger à Fair si'^c. 

L'analyse du mélange gazeux s'o[M»rail, sur la cuve à mercure, par ab- 
sorption du gaz carbonique à Faide de la jK)la<se. Le mélange gazeux était 
amené sous Féprouvelle graduée, dans la cuve à mercure, en Gxanl sur le 
récipient contenant le mélange une olive, <]ui se vissait sur Fune des tubu- 
lures à ri.>binet. Cette olive élail munie dun caoutchouc à vide, terminé 
par un tube abducteur se plaçant dans la cuve à mercure. On ouvrait le ro- 
binet du récipient en cuivre n^uge de manière, en laissant échapper un** 
partie du mélange comprimé, à balayer Finlérieur du tube de caoutchouc, 
et, quand la durée de celle jHMie élait sufll^anle, on faisait arriver le 
mélange dans Féprouvelle graduée. L'o[>éralion analytique élait , d'ail- 
leurs, toujoui^ renouvelée. 

IL MtLKNGE A II TvU'R IO.> DE ÙX7 CKVxUOSlQVt. 

L'élude de ce mélange compnMiJ iG expériences (* », pour lesquelles le 
\olume initial, pris pour unilé et délenniné par la division lo*^^, o de la 
courte rt^gle, valait 32V"'\^2G; le voliim* \ correspondait à la division 
Gi*'"',r>. La pri^ssion inilial*, sous volume i, a varié de 171*^'", 8(3 à 
7t)i**, 321) de mercure. Dans ces limiles, la compivssibililé de ce mélange 

y^* » Chacune de nos expérience* corrt^*poiul à un couple Je deu\ expériences de Regnault. 
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est constamment intermédiaire entre celles de Tair sec et du gaz carbonique 
considérés isolément; les points représentatifs se rangent, en effet, entre 
les deux lignes droites relatives aux gaz isolés, et le tracé de la courbe 
montre que l'élasticité du mélange, tout d'abord plus voisine de celle de 
Fair que de celle du gaz carbonique, se rapproche de celle-ci à mesure que 
la pression initiale s'élève, et présente une tendance, qui s'affirme, pour les 
valeurs de P^ supérieures à 700*^"*, à devenir égale et même plus grande 
que celle du gaz carbonique. Pour les pressions initiales faibles, inférieures 
à 2Jo*^™ de mercure, la courbe sensiblement recliligne se dirige visiblemcMit 
vers l'origine des coordonnées. Le Tableau suivant donne les résultats 
expérimentaux. 
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TEMPÉRA- 


PllKSSION 


PRESSION 
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p. 
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expé- 
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ar 


* i> 

» 1* 
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gazeux. 


niveau o. 


volume I. 


domcrcuri* 


volume j. 


do mercure 











cm 


cm 





cm 







cm 


1 


18,2 


75,678 


79i,3'2(^ 


18,3 


1)73, 3i5 


18, i 


-+- 


9,343 


2 


i8,îi 


75,679 


738,i>.u 


18, -2 


I {68, 1-25 


18,3 


■+■ 


8,ii5 


3 


ï8,3 


75,676 


666,89', 


18, i 


13-27,168 


18,4 


■+■ 


6 ,6 >.o 


i 


19,0 


75,598 


656,o')i 


19, « 


i3o5,6-20 


'9,6 


-+- 


6,482 


5 


»9,o 


7>,5<)8 


64'9,3ri 


19,1 


1*29*2,268 


«9,6 


-4- 


6,38-2 


6 


18,5 


75,6>.4 


6o5,6i9 


18,3 


1-205,697 


18.7 


-+- 


5,601 


7 


19,1 


75,587 


56j> , CvM) 


19,0 


ii2o,->.43 


'9,6 


-+- 


4,997 


8 


18,1 


75,638 


.539,9111 


18,3 


1075,387 


18,5 


-f- 


4,5l5 


9 


18,6 


75,rr>,7- 


5o8 , 369 


18,8 


101-2,705 


"9,0 


-^ 


4 ,o33 


10 


18,3 


75,610 


465,969 


18, G 


9''8,466 


«8,9 


-H 


3,Î7> 


il 


»9iO 


75,618. 


435,028 


>9,i 


866,880 


'9,6 


H- 


3,176 


12 


»7,7 


75,63i 


385,499 


18,0 


768,34-2 


18,3 


-h 


2,656 


13 


18,5 


75,624 


3o5^69> 


18,5 


609,659 


18,3 


-4- 


i,73i 


ii 


18,5 


7"), 67/1 


244,7^7 


18,5 


487,99» 


18,3 


-h 


i,4i3 


iS 


17,5 


75,637 


192.9 I9 


17,5 


38^,696 


'7,8 


H- 


I ,20-* 


16 


'«,7 


75,6'i'2 


171, 8i5 


18,7 


3 4 '2, 5 3-2 


18,5 


•+- 


i,i58 



III. — Mélange a i9,3jI pour 100 de gaz carbonique. 

Le nombre d'expériences est de 19; le volume i, déterminé parla divi- 
sion lo*'"*,©, vaut 325*^"', 526; le volume !; correspond à la division 6i^'",^; 
la pression initiale varie de i ïo^"'^3c)i à 8o4*^",G4o de mercure. 

Comme pour le mélange à 1 1 pour 100, la compressibilité de celui-ci est 






r. LàUk. 



c\Hi:^Ummonl ci>mprtse« dans les liniites indiquées, entre celles de Tair et 
du CM cjirK>niqiu\ en so rapprochant de ceUe<î« dans les m^nes 
livM\s qtio lo prtxvdoni môlanp?, à mesure qoe la pressàon ao^nente. et 
s^^uUnU îA^il Jiuv pressions ôlo^êes, soîl aux faibles pressions, les mêmes 
rjic:ôrx:*s que ce molance. Néanmoins, la courbe du mêlante actne! 
v^::; .Kir?au-iî^^ssu> do cx^IIo du molance à 1 1 pour loo, o? qui indique 
rA,;.:;::v^n ^îo c-w curK^n:qr*e a rapproche la compresâbllilè du mêlan^^f 
vvVs/ ^îv^ o^" v:,*rr\;.-r c-u. Voici les nombres fournis par les e\periences : 
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nECIIERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÉLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. G.4l 



N*» 


TEMPE RA- 


d'ordre 


TURE 


dos 


du 


expé- 


mélange 


nencos. 


gazeux. 







i 


îiO,2 


2 


20,7 


3 


19,7 


4 


19.*^ 


5 


20,6 


6 


19,4 


7 


20,0 


8 


I9w 


9 


19,8 


10 


19,8 


11 


19,8 


12 


19,8 


13 


19,8 


H 


19,7 


15 


I9i9 


16 


'9,9 


17 


20,0 


18 


19,9 


19 


20, 1 


20 


20,0 



PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


à ©• 


Pc 


de 


i\ 


et 


sous 


la colonne 


sous 


niveau 0. 


volume 1. 


de mercure 


volume j. 


cm 


cm 





cm 


75,080 


786,231 


20,7 


1552,895 


75,055 


733,798 


21,0 


i45i ,023 


75,065 


668,321 


20,5 


1322,927 


75, 102 


6j2,265 


20,1 


1291 ,3 16 


75,075 


626,733 


21 ,0 


1241,159 


75, 100 


585,209 


20,2 


1159,623 


75,478 


548,073 


20,0 


1086,643 


73,284 


539,399 


20,0 


1069,601 


75,481 


49^> , 594 


20,5 


985,448 


75,085 


476,327 


20,4 


945,649 


75,491 


458, 3i8 


20,6 


910,235 


/'5,49ï 


416,019 


20,6 


826,781 


75,085 


367,771 


19,8 


731,329 


75,086 


319, 200 


ï9w 


634 , 886 


75,490 


•^97,369 


»9,9 


691,617 


75,490 


256,167 


»9,9 


609,884 


75,498 


ai8,oi3 


20,0 


434,046 


75,084 


158,663 


19,9 


315,768 


75,497 


119,409 


20,1 


237,594 


75,083 


io5,82r 


20,0 


2 1 , 629 



TEMPERA- 
TURE 

de 
la colonne 
do mercure 



u 
'^1.9 



22 
21 
20 
21 
21 
20 
20 
21 
21 
21 
21 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 



2 

m 

J 

9 

9 
o 

8 
2 
2 
2 

2 

/ 
-I 

4 
6 

6 

8 

5 

I 

o 



DIFFERENCES 



aP — P 



cm 
19,567 

16,573 

13,716 

-M 3 , 2 I 4 

-hi2,;jo7 
-+-10,795 

H- 9,5o3 
9,'?98 



-^ 7,7i" 
-h 7,oo5 

-+- 6,401 
■+■ 5,257 
-h 4,2i3 
-+- 3,5i4 
-f- 3, 121 
H- 2,î5o 
1 ,980 
1,568 
1 , 224 
I ,oi3 



La tendance présentée par les mélanges précédents est ici mise nettement 
en évidence : la compressibilité du mélange, d'abord sensiblement linéaire, 
et tendant vers l'origine, pour des pressions initiales faibles inférieures à 
'ïio^"^ de mercure, est, pendant une certaine période, intermédiaire entre 
celles de l'air et du gaz carbonique. Mais la pression P© augmentant, cette 
compressibilité non seulement se rapproche de celle du gaz carbonique, 
mais encore la dépasse. La courbe du mélange coupe donc la droite du gaz 
carbonique. Le passage a lieu, sensiblement à l'expérience 8, pour une va- 
leur très voisine de 

Po= 539^,399. 

iNous obtenons, en effet, dans ce cas, pour le mélange, 

P,= 1069*^™, 5oi, 
tandis que la formule de Regnault, appliquée au gaz carbonique, donne. 



Fac. de T. — V. 



G.6 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'éLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. Ct J\'^ 



N*»» 


TEMPKRA- 


PUESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TIIIE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


iinalc 


TURE 


DIFFÉRENCES 


d«»s 


du 


à 0* 


1'. 


do 


i\ 


do 




expé- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


2\\-\\. 


riences. 


gazeux. 


niveau 0. 


volume I. 


demercur.e 


volume j. 


de mercure 






« 


cm 


COI 





cm 





cm 


1 


JiO , o 


75,07 i 


771, 9«ï 


•2o,r> 


i'>2 >,(>J:) 


•*->,7 


+-^.i,'«7 


â 


•j>.o , ■{ 


7J,or>9 


7Î7,3(n 


•>.o,8 


>4iM,<.:i 


21,8 


-h2o,(r)3 


:i 


'lO , j 


7), 027 


710, {J>. 


21,1 


I.|02,(i00 


22,2 


-+-i8,o6.i 


i 


'20 , o 


7 ') , 092 


071, iGi 


20,0 


i32r>,99o 


21,5 


-+-i5,932 


•> 


•20 , ) 


75,018 


(i>o,7r>. 


21,1 


I28(>,5i > 


■>»,9 


-^» 4,909 


(> 


ÀO , 3 


7),o5() 


Gi8,>o() 


20,9 


I222,9(',9 


21,7 


-^-i3,îi9 


7 


'/o , 5 


75,007 


57>-,î3r, 


21,1 


1 133,089 


22,0 


-+-11,783 


8 


•>.o , I 


7>,o7^ 


53o, iiî 


20,8 


10 >(),r)32 


21 .G 


-i- ! , I 98 





5><) , 1 


7Î,iJi 


5 10, 7') 2 


20,9 


loi >, 008 


21, G 


-^ 9,Î9<> 


10 


ll)/>. 


75,102 


50), 9 ,'8 


20,0 


1002,035 


20 , 7 


-h 9,2(M 


11 


•20, 


7'>/>9^ 


i78,r,i8 


20,7 


9Î8,8)() 


21,5 


-h 8,l2G 


li 


«D/t 


7J,^»99 


.',(•,6,8 17 


20,0 


92 ) , 5 1 8 


20,8 


-r- 8,IlG 


i:j 


19, « 


75,1 •>.(•, 


î>-',ir,7 


20 , î 


81 1,3 19 


21,3 


H- 0,Gi5 


1& 


7.() , î 


7>>r>« 


388, 9 Va 


21,0 


77•^•«4 


21 ,0 


•+- 5,700 


\:\ 


9.(> , 'i 


7-,,! 58 


289, Î70 


20 , 3 


57>,7l9 


21,0 


-4- 3,391 


i<> 


«9,9 


75,12$ 


2r)8,r)3j 


•9,9 


53 1,290 


20 , 5 


^- ^977 


17 


Ï9/3 


7^f>9« 


•>.3i,oo7 


•9: > 


.î-,9,538 


20,0 


- •>, i7<'> 


18 


19, <> 


7^'^>97 


i<M,875 


ï9,<'> 


327,9">() 


20 , 


• »,79i 


19 


»9,7 


75,oc)G 


1)1, 138 


»9,7 


3oo,()r.3 


»9,7 


-f- i,()i3 


20 


19, <> 


75,097 


8(),73î 


'9,<> 


171, i8i 


i9,<> 


-*- 0,978 



VI. — Mélange a ^\i),oH pour loo de gaz carbonique. 



Nous avons ici encore 



Vo = 3o.5<''»%526. 



Division (JétorminaiU le volume Vo lo*"",© 

Division déterminant le volume Vi 64''"*, 5 

Nombre d'expériences 19 

Limite inférieure des pressions initiales I27'"",7i4 

Limite supérieure des pressions initiales 834'"", 317 

Nous constatons absolument la même loi de compressibilité (|ue pour les 
deux mélanges précédents; c'est pour P© = '-i >3*^"* environ que la compres- 
sibilité, primitivement intermédiaire entre celles de Tair el du gaz carlx)- 
niquc, dépasse celle de ce dernier gaz. Observons ici que la valeur de P^ qui 
correspond au passage diminue à mesure que la ricbesse, en gaz carbonique, 
croît. 



fi.ri 






X- 


TKJIPKRA- 


PREHHION 


(1 ordre 


TfltE 


atmosphériquÊ 


«i<'«» 


da 


à 0" 


cxj»é- 


mélange 


et 


1 


{razciix. 


niveau 0. 


1 


o 


rn 


1 


'/o , J> 


7î,<*<W> 


i 


'9,1 


75,021 


:i 


«9 9 


7*.'>u 


i 


7<> , '{ 


7>.*ifWj 


- 


•/O , i 


7*1,078 


fi 


«9 -9 


7*,0'i 


7 


20,5 


7^, ''77 


8 


20j > 


75,or)7 


!♦ 


»9r7 


7'. ««7 


10 


«9w 


7*.w>7 


il 


is,5 


7*.oKo 


1^ 


19/^ 


7''<>47 


13 


19.x 


7j,oiG 


H 


»9-9 


7>.oi5 


l.i 


«9/^ 


7''»"i^ 


16 


19:9 


75,ovî 


; *^ 


20,0 


7>»''i7 


18 


20, 1 


75,ofW 


19 


'JIO , 2 


i j''/'^^ 



U. LALA. 



PHKSRÎON 

initiale 

V. 

sous 

volome I. 



83^317 
7<p.,3|0 

7i>,0fi8 

7/i,'/r{ 
r»if»,r,87 

mm»' w f 

*>i, M7 

!;>>,i73 

iH«,Î7*> 
♦ 7'',9M 

307,><yi 
3o<^, {>?•>. 

'{<K>.7Î0 

v>J,7r,3 
i8o.y>9 

»7^93 5 
»^7,7ï4 



TF.MPKKA- 


pnEASIOX 


TEMPE 11 A 




TLBE 


finale 


TfKB 


OlfFtBLV.L 


de 


I'. 


de 




la colonne 


S4IUS 


la coîonii*- 


2 P. - P . 


de mercure 


volume |. 


d« mercure 







ra 





f B 


*^*',9 


iCi3,<>6*i ' 


'^ ■ ? *l 




70,0 


rV$0,i88 1 


vo, '9 




AO , î 


iri3,849 ; 


:e 1 , '>e 


--I'.i'<- 


•>.i .0 


iîo3,9Î2 1 


'y'/,o 


^■>«,Wi 


vri. 1 


i7.3G,'<oH ; 


V 1 , 7 


-V-l'fJ« 


70 ,li 


i/.o7.'»K8 


.«1,1 


2',.:^: 


",« 


ii7>. >iî 


/l,K 


" •^3.>:: 


'i!l ,1 


irM| 1,801 1 


.1,8 


— 19. /«M 


';{0 , 


io*7,|Vj ; 


21 ,0 


^iG.?^/ 


i •j'o , 5 


yTi J! , 1 1 H 


XI, 1 


— li.H»> 


1 19-' 


978.067 1 


•>-o , 3 


- 1 i.Hof 


7il , C» 


8Gl,8ij7 ' 


♦.<> . H 


— 1 S'Kji 


7,0 , 5 


7''>t7^»i î 


'JSO . 


— X.HlO 


«9,9 


1 > , 3 1 K 


20, G 


— *j.ri/ 


1 '9'-^ 


>95,i«7 


'H» . 


— Coli 


«99 


4 1^4X3 


Vf > . 


— i.oiJ 


•>o,o 


3'>y.>74 


20,7 


— >, . /> i 


•/o, 1 


3', JJi«,o 


70,7 


- 7.1:^ 


'^0 , •>. 

1 


''i3,si7 


20,:» 


-t- i.Gii 



VII. — Mélange a (xi^yy pour loo de <;az carbomqle. 



Ix's 2(i ex[><Ticnc<'s n*lativ(»s à ce rnéiaii^c, dont les repères sonl ceuv J'> 
inélanj^^'S j>réc<*(leiils et jKiur lequel les pressions initiah*s croisaient <l<' 
107*^", fr.^ à 72'|*^"',2o'l, nous donnent toujours le même as[iecl pour V 
phénomène?; la [pression initiale pour la([uelIc»lacoin[)res*iihiIité du nléla/7^'''^ 
cessant d'être intermédiaire entre celles iXi*?^ deux gîiz constituants, dépassa' 
celle du {raz carbonique est ici de 171*^" environ et s'est encore abaissée. 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÉLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. GJ\5 



JJÔ. 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TURE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


Gnalc 


TURE 


DIFFÉRENCES 


des 


du 


à o« 


Po 


de 


1'. 


de 




expd- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


2P0— P,. 


riences. 


gazeux. 


niveau 0. 


volume I. 


de mercure 


volume \. 


de mercure 









rm 


cm 





cm 





rm 


1 


i8,i 


75,99^ 


724,203 


18,8 


N'07,839 


ï9,<> 


-^40,567 


2 


i8,7 


75,1'25 


710,587 


19,* 


i382,3ii 


»9'7 


-h38,863 


3 


19,» 


75,420 


65i,o55 


»9,4 


1270,492 


i9,J 


-+-3i,6i8 


À 


i8,6 


7^,99» 


623,873 


19,1 


1219,248 


«9,7 


H- 28, i 98 


5 


i»,9 


75,413 


606,486 


19,3 


1186,293 


19,8 


-+-26,679 


n 


i8,7 


76 , 000 


584 , 523 


19,» 


1144,655 


ï9w 


-4-24,391 


7 


19,4 


75,417 


562,470 


20, 1 


1102,775 


20,0 


-h22,l65 


8 


i8,7 


76 , 000 


547,9'^6 


>9,« 


107 ), 064 


19,8 


-h 20 . 808 


9 


i8,9 


75,997 


511,975 


i9,'> 


1006,128 


«9,9 


-M7,822 


10 


19, f> 


75,414 


507,897 


i9»8 


998 , 202 


20,1 


-+-17,592 


il 


<9,o 


75,99c 


480,799 


19.4 


946,072 


20 , 


-M 5, 526 


iâ 


19.4 


75,99» 


45i ,601 


19,8 


889,347 


20 , 3 


-hi3,8')5 


13 


ï9/'> 


75,980 


423,532 


20,0 


834, 66 i 


2t> , 5 


H- 12, {00 


\i 


19,6 


75,988 


397,679 


20 , 


784,176 


20,0 


-i- 1 1 , 1 82 


15 


»9,7 


75,987 


376,048 


19,7 


74vi,o26 


20 , 1 


-+-10,026 


16 


19,8 


75, 97^ 


3i2,5o4 


19.8 


617,758 


20, 1 


-h 7,25o 


17 


19,8 


75,976 


'•91,993 


19,8 


583,333 


20, 1 


-h 6,653 


18 


17,3 


75,946 


272,565 


17,3 


539,367 


18,0 


+ 5,763 


19 


17,4 


75,9'>5 


257, i3i 


17,4 


508,937 


17,9 


-h 5,325 


20 


I- 5 


75,963 


243,101 


17,5 


48i,36o 


18,0 


-h 4,84'. 


21 


>7,7 


75,951 


23i,3i8 


'7,7 


458,181 


18,0 


-+- 4,4»5 


22 


'7,8 


75,950 


201 ,5i4 


17,8 


399,480 


18,1 


-4- 3,608 


23 


18,2 


75,946 


191,055 


18,2 


378,716 


18,3 


-+- 3,39i 


2i 


18,1 


75,957 


167,440 


18,1 


332,083 


18,1 


-t- ',797 


2r> 


18,3 


75,965 


I 53, 108 


18,3 


3o3,75o 


18,4 


-+- 2,466 


26 


18,4 


75,974 


107,415 


18,1 


2i3,3o9 


18,4 


-+- I,J2I 



VIII. — Mélange a /|7,54 pour ioo de gaz carbonique. 

Pendant rétudc de ce mélange, le tube-labcM^atoire a dû être changé; les 
expériences numérotées 8, I(i, 17, 18 correspondent au premier tube pour 
lequol on avait : 



lO'^'^jO 



Division déterminant le volumo initial Vo 

Division déterminant le volume final Vj ■ 64*"", 5 



Vo = 325'*»'',526. 



Pour les autres expériences faites avec le second tube, plus long que le 



(i.4G 



r. LALA. 



précédent, on a 

Division origine du volume Vo i5''",o 

Division origine du volume Vi 7i'''",o 

La manière très satisfaisante dont les 19 expériences des deux séries s'in- 
tercalent entre elles, prouve évidemment, à la fois, l'exactitude des déter- 
minations expérimentales et la constance de composition du mélange 
{gazeux. 
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1 


(1 

ÎAO,/, 


roi 


<-ui 
Soi ,037 



70,9 


rra 
1343,043 



21 ,6 


cm 

-h58,409 


!2 


20,0 


7 i , "'«"'S 


7"\"\ 


70, (> 


I 30o , I 38 


71,3 


-1-40,090 


l) 


•20,5 


71 < '>-2« 


(')7i ,o3() 


71,0 


»>'99,9ï« 


71,5 


-^4^,14?- 


i 


7 (>,•;►. 


74, Jî'> 


577,91 >. 


70 , 8 


iiiO,480 


2 1 , 2 


-t- 29, 338 




'î);9 


7iw 't» 


3 > 1 , 77. 3 


7.0,0 


1070,873 


21 ,0 


H-20,575 


{\ 


•JH), I 


7i,7i« 


3 30, 977. 


70,0 


1049, 33o 


21,0 


-^-'^4,594 


7 


7.0,7 


7iw" 


3i3,i3S 


7 1,7 


1005,870 


21 ,5 


-4-21 ,540 


8 


•9:7 


7i,>8i 


49>,t>79 


70,3 


903,0 30 


20,5 


H- 1 9 , 1 02 


9 


20 , > 


74,>«4 


487,or)>. 


> I ,0 


945, 83i 


21,5 


-i-18,273 


10 


•^.0 , 7 


74,7<>> 


444,7 >>. 


71,7 


871,133 


21,5 


-+-15,371 


11 


20 , 5 


7i,7-^^i 


437.,ir>7 


7.0,8 


85o,333 


21 ,2 


-+-14,401 


1^ 


20 , « 


7iwt»7 


'Î8(), 190 


7. 1 , 3 


749,008 


•.il, 3 


-+-11,372 


i:{ 


>.o,\ 


7îw'' 


373, 9'i' 


-^0,9 


7>^'>,9o4 


21,0 


-hio,998 


li 


•Ào , r> 


7.î,5oî 


3>.3,978 


70 , () 


()39,'25o 


21 ,0 


-+- 8,7oG 


i:i 


v.0,8 


7i,7<"> 


293, ()7(» 


70,8 


578,740 


21,3 


-+- 7,400 


10 


'>f),2 


7>,«"^9 


7.83, 3i3 


70 , ■>. 


303,973 


20, G 


-+- 7,io3 


17 


M). 9 


75 , '>(»8 


7.37,917 


»9,9 


499,764 


20,2 


-+■ 6,o0o 


is 


•>(),() 


7-,,5C,7 


•^'^9,977 


70 , 


4 13,484 


70 , 2 


-+- 4,470 


19 


•»'>w 


71.49^ 


iG3,o3o 


70 , 7 


320,387 


21,1 


-+- 3,5i8 



Pour le mélanf^e actuel et dans les limites de pression initiale inscrites 
au Tableau précédent, la compressibilité a été constamment plus grande 
([ue celle du gaz carbonique et elle continue d'augmenter avec la pression 
initiale. La courbe représentative présente d'ailleurs, comme les précé- 
dentes, une apparence hyperbolique. 
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IX. — Mélange a 56,92 pour 100 de gaz carbonique. 
Dans Tétude de ce mélange, nous avons : 

Volume initial Vo 3:54""\4«(^ 

Division délerminant Vq 1 V"',o 

Division délerminant Vi 7i*^'",o 

Nombre d'expériences 3) 

Limite inférieure des pressions initiales 100'"', 38 1 

Limite supérieure des pressions initiales 8i5'''",'{97 

Entre ces limites, la compressibilité du mélange est encore plus grande 
que celle du gaz carbonique, mais elle ne tend plus à s'en écarter. Si on la 
compare à celle du mélange précédent, on constate, en elTcl, que, pour les 
pressions supérieures à 700*^'" environ, le mélange actuel aune conipressil)i- 
lité plus faible, plus voisine de celle du gaz carbonique, de sorte (|uc sa 
courbe représentative traverse, un peu au-dessus de P© = 700*^"*, celle du 
mélange précédent, pour s'intercaler entre elle et la droite du gaz carbo- 
nique. 11 y a donc une tendance très nette, d'ailleurs également visible jxiur 
les pressions faibles, à revenir à la compressibilité du gaz carboni(jue. On 
conçoit d'ailleurs que l'écart ne pouvait croître constamment, et que, la ri- 
chesse en gaz carbonique augmentant, la compressibilité du mélange doit, 
après l'écart constaté, se rapprocher indéfiniment de celle du gaz carbo- 
nique à mesure que le mélange s'enrichit en gaz. 
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la compressibilité du mélange actuel pour les 29 expériences duquel on 
a même valeur de V„ et mêmes repères que pour le mélange précédent. 
La pression initiale varie ici de 1 15*^™, 788 à 793*^^,046. 



N- 


TEMPERA- 


PRESSION 


PRESSION 
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U 


cm 
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cm 





cm 


i 


12, G 


75,598 


793,046 


12,1 


I 532,623 


11,4 


-h53,469 


2 


12,7 


75,597 


731 ,006 


12,3 


1414,714 


11,6 


4-47,298 


3 


12,8 


75,616 


694,498 


12, i 


1345,263 


11,6 


-+-43,725 


4 


12,7 


75,6i6 


618,724 


12,4 


1201 ,341 


12,0 


-+-36,107 


3 


12,5 


74,589 


6o3,i56 


12,6 


1171,815 


12,2 


-^34,497 


6 


«2,9 


75,663 


597,361 


12,5 


I 160,721 


12,2 


-+-34,001 


7 


i3,o 


75,662 


575,568 


1^,9 


1119,350 


12,3 


-+-31,786 


8 


12,6 


74,578 


562, i5o 


12,7 


1093,759 


12,1 


-4-3o,54i 


9 


I3,2 


75,660 


548,757 


12,8 


1068,198 


1-2,4 


-4-29,306 


10 


I3,2 


75,660 


517, 33o 


12,8 


1008,387 


12,4 


-4-26,273 


H 


i3,3 


75,659 


488,863 


12,9 


954,029 


12,8 


H-23,697 


12 


12,6 


74,588 


482,722 


12,6 


9r^,i»7 


12,2 


4-23, 33i 


13 


«,6 


74,608 


453,338 


.2,6 


886,f4'A 


12,1 


-f- 20, 534 


14 


12,7 


74,607 


440, i*?'^ 


12,6 


860,706 


12,1 


-4-19,538 


15 


12,8 


74,596 


38o,66o 


12,7 


716,157 


12,7 


-hi5,i63 


16 


12,9 


74,585 


366, 104 


12,7 
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12,6 


-+-14,193 


17 


12,6 


• 74,341 


3o3,o6o 


12,6 


596,075 


12,0 


-4-10,045 


18 


12,8 


74,358 


285, 2o3 


12,8 


56i,3i9 


.2,3 


-^ 9,087 
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i3,i 


74,375 
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i3,i 


527 , 5o8 


.2,5 
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218, 5i6 
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-4- 4,680 


26 


i3,3 
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12,6 


-4- 4,424 
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i3,5 


74,419 


142,593 


i3,5 


281,967 


i3,5 


-+- 3,219 


28 


i3,6 


74,408 


122,348 


i3,6 


•^4 1,938 


i3,6 


-f- 2,758 


29 


i3,8 


74,396 


ii5,738 


i3,8 


228,859 


i3,8 


-4- 2,617 



La compressibilité du présent mélange est, pour toute la série des expé- 
riences, inférieure à celle du mélange précédent et plus voisine, par suite, de 
celle du gaz carbonique, tout en étant plus élevée que celle de ce dernier gaz. 

Fac. de T, — V. G. 7 



G.5o 
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Pour Po = G47*^" environ, elle devient inférieure à celle du mélange à 47?54 
de gaz carbonique, dont elle traverse la courbe (*). 

XI. — Réslmé des résultats relatifs aux mélanges d'air sec 

ET DE GAZ CARBONIQUE. 

Dans les limites, précédemment indiquées, de mes expériences, la com- 
pressibililé des mélanges d'air sec et de gaz carbonique, lorsque la quantité 
de ce dernier gaz ne dépasse pas 22 pour 100 environ, est comprise entre 
celles de Tair et du gaz carbonique; mais cette compressibilité, tout d'abord 
sensiblement linéaire et plus voisine de celle de Tair que de celle du gaz 
carbonique, se rapproche de celle-ci à mesure que la pression initiale rela- 
tive au volume i augmente, de manière à devenir plus voisine de la com- 
pressibilité du gaz carbonique que de celle de Tair. Ce fait est établi par les 
expériences relatives aux mélanges à 11,00 et 19, 35 pour 100 de gaz car- 
bonique. La représentation graphique de ces expériences indique en outre, 
pour des pressions dépassant les limites de notre appareil, la tendance pour 
la compressibilité du mélange non seulement à se rapprocher de celle du 
gaz carbonique, mais encore à devenir plus grande que celle de ce gaz. 

(1) Nous donnons dans le Tableau suivant, à titre de renseignements, les résultats de 
l'étude du gaz carbonique seul, faite, comme contrôle, avec notre appareil. Les nombres 
obtenus sont mis en regard de ceux qui résultent des formules de Regnault. 
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Les expériences sur les mélanges plus riches en gaz carbonique établis- 
sent et précisent le fait : la comprcssibilité du mélange est d'abord, pour 
des pressions initiales faibles, ainsi que Ta constaté Regnault, intermédiaire 
entre celles de Tair et du gaz carbonique; mais, la pression initiale, sous 
volume I, croissant, cette comprcssibilité se rapproche de celle du gaz car- 
bonique pour arriver à dépasser celle-ci, et le point, pour lequel ce passage 
a lieu, c'est-à-dire pour lequel la comprcssibilité du mélange est égale à celle 
du gaz carbonique, correspond à une pression initiale d'autant plus faible 
que la richesse du mélange en gaz carbonique est plus grande. C'est ainsi 
que, pour un mélange à 26,98 pour 100 de gaz carbonique, la pression ini- 
tiale du volume i , qui correspond au passage, est sensiblement 539^™,4 ; pour 
les mélanges suivants à 33,33, /io,o8 et 42,70 de gaz carbonique, elle de- 
vient graduellement 459^", 253^™, 174^™ environ. 

La richesse du mélange en gaz carbonique continuant à croître, l'aspect 
des courbes représentatives du phénomène {PL 1) montre que le point 
commun dont nous venons de parler continue à correspondre à une pression 
initiale déplus en plus faible. Dans la limite de mes expériences, la com- 
prcssibilité des mélanges suivants est plus grande que celle du gaz carbo- 
nique, elle-même supérieure à celle de l'air et va en croissant avec la pression 
initiale. 

Il est d'ailleurs évident que, la richesse en gaz carbonique augmentant, 
la comprcssibilité des mélanges successifs ne peut s'écarter indéfiniment 
de celle du gaz carbonique, mais doit, après s'en être écartée, s'en rap- 
procher de nouveau et tendre vers elle à mesure que le mélange tend lui- 
même vers le gaz carbonique pur. L'expérience confirme cette prévision, 
et la tendance de la comprcssibilité du mélange à se rapprocher de celle du 
gaz carbonique, après écart, résulte de l'étude de la comprcssibilité des 
trois mélanges à 47?54, 56, 92 et 62, 5o pour 100 de gaz carbonique. Le pre- 
mier établit l'écart; le second montre, par rapport au précédent, pour les 
pressions élevées, une diminution de cet écart affirmée et amplifiée par 
l'étude du dernier mélange dont la comprcssibilité est constamment infé- 
rieure à celle du mélange précédent et conséquemment plus voisine de celle 
du gaz carbonique. 
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CHAPITRE III. 

MÉLANGES D'AIR ET D'HYDROGÈNE. 



I. — Préparation des mélanges. 

La compressibiiité des mélanges d'air sec et d'hydrogène a été étudiée à 
l'aide de huit mélanges dans lesquels la proportion d'hydrogène est succes- 
sivement de 9,55, 12,95, 16,3 1, 28,12, 33,08, 39,28, 49j89) 65,67 
pour 100. 

On a tout d'abord laissé échapper du récipient Golaz et envoyé à l'exté- 
rieur le dernier mélange étudié d'air et de gaz carbonique contenu sous 
pression dans ce récipient. Puis, pour balayer les traces de gaz carbonique, 
on envoyait dans le récipient de l'air sec sous pression de 3 atmosphères 
environ. Cet air traversait l'appareil dessiccateur décrit au début du Cha- 
pitre précédent, mais en avant duquel on avait ajouté, dans le cas actuel, 
une longue éprouvette à pied contenant des fragments de potasse destinés à 
dépouiller de son gaz carbonique l'air sec envoyé dans le récipient. Cette 
opération achevée, on laissait, comme dans les préliminaires de la prépara- 
tion des mélanges d'air et de gaz carbonique, échapper l'air envoyé dans le 
récipient, et l'on renouvelait l'envoi, sous pression, d'air sec dépouillé de 
gaz carbonique, un nombre de fois suffisant pour que l'air finalement ren- 
fermé dans le récipient ne contienne plus de gaz carbonique, ce que l'on 
vérifiait en constatant la non-absorption d'une partie de ce gaz par la po- 
tasse. Cette condition étant enfin réalisée, on continuait Tenvoi, dans le ré- 
servoir, d'air sec dépouillé de son gaz carbonique de manière à obtenir, sur 
le manomètre métallique de la pompe rotative, l'indication d'une pression 
de lo"'™ à 12*^™ dans ce récipient. 

De l'hydrogène pur et sec était alors introduit dans la masse d'air sec 
dépouillé de gaz carbonique, obtenue précédemment. Cet hydrogène, à sa 
sortie des gazomètres, traversait, avant d'arriver à la pompe rotative, le 
système dessiccateur déjà décrit, augmenté ici du tube à potasse, et l'on 
avait soin, avant d'ouvrir le robinet déterminant l'admission du gaz dans le 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÉLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. G. 53 

récipient, d'en perdre plusieurs gazomètres, ainsi qu'il a été dit dans le cas 
du gaz carbonique, afin d'en remplir les appareils des gazomètres au réci- 
pient à mélanges. 

Un premier mélange d'air et d'hydrogène était ainsi obtenu; on procé- 
dait le lendemain à son analyse et l'on commençait les expériences destinées 
à l'étude de sa compressibilité. Quand celles-ci étaient terminées, on enri- 
chissait le mélange en hydrogène et Ton continuait, dans le même ordre, 
les préparations de mélange et les déterminations expérimentales. Néan- 
moins nous devons faire remarquer que l'étude des deux premiers mélanges 
à 9,55 et i2,f)5 pour loo d'hydrogène est postérieure à celle des autres. 
Pour préparer le premier, nous avons dû, après départ d'une partie du 
dernier mélange étudié à 65,67 d'hydrogène, faire arriver dans le récipient 
en cuivre rouge de l'air sec dépouillé de gaz carbonique de manière à 
abaisser la teneur en hydrogène à 9, 55 pour 100. Puis, ce mélange élant 
étudié, l'addition d'hydrogène nous a fourni le mélange à i2,f)5. Cetic 
observation était nécessaire pour expliquer les variations dans le volume 
initial Vo et les repères correspondants que l'on remarquera dans Télude 
particulière des divers mélanges. Nous ajouterons encore que nous avons 
dû, avant de commencer l'étude des mélanges d'air et d'hydrogène, rem- 
placer le tube-laboratoire en cristal qui, à la suite de sa remise en place après 
nettoyage, s'était, comme le premier, cassé s{)ontanément. Le nouveau 
tube, en verre, de même diamètre intérieur, a servi jusqu'à la fin des 
expériences dont il est rendu compte dans le présent travail; on a seule- 
ment, dans le cours de l'étude du mélange à G5,()7 d'hydrogène, pour plus 

de facilité dans les lectures, changé les volumes V^ et V, = — en prenant 

la division i7^"*,o au lieu de i5*^™,o pour origine de V^; un nouveau jau- 
geage a été alors naturellement nécessaire. 

L'hydrogène était préparé dans un appareil continu Sainte-Glaire De- 
ville par l'action de l'acide sulfurique pur, mais étendu, sur de la grenaille 
de zinc. Nous avions disposé dans le bouchon de l'appareil générateur, à 
côté du tube de dégagement ordinaire, à robinet, un second tube à robinet 
de verre qui nous permettait, après recharge de l'appareil, de laisser échap- 
per l'air contenu et d'éviter ainsi son introduction dans les appareils sui- 
vants reliés au tube de dégagement normal. A sa sortie du système géné- 
rateur, l'hydrogène produit passait dans les appareils purificateurs. 
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M. Eug. Schôbig a fait connaître (*) une méthode aussi rapide que com- 
mode de purification de Thydrogène pour les opérations analytiques par 
l'emploi d'une solution concentrée de permanganate de potassium, suivie 
de soude. Mais ce procédé, quand il s'agit, comme dans notre cas, d'opé- 
rer sur des volumes gazeux considérables peut devenir onéreux. G*est préci- 
sément afin d'éviter cet inconvénient que MM. Eug. Varenne et Eni. 
Hebré (^) ont substitué au permanganate de potassium l'emploi du 
bichromate qui donne des résultats aussi satisfaisants. Ces chimistes ont, 
en effet, en faisant barboter un mélange d'hydrogène arsénié, sulfuré, 
aiîtimonié, carburé, silicié, préparé préalablement dans des proportions 
qui ne se présentent jamais dans la pratique, constaté la purification par- 
faite de l'hydrogène après passage, sous une pression de 20*^™ dans la dis- 
solution suivante : 

Bichromalo de potassium 1 00 

Eau 1000 

Acicio sulfurique concentré 3o 

et lavage consécutif à la potasse, destinée à l'absorption du gaz carbonique 
susceptible d'être, soit mélangé à l'hydrogène, soit produit par l'oxydation 
du carbone de l'hydrogène carboné. MM. Eug. Varenne et Em. Hebré ont 
encore constaté que, par passage dans le bichromate de potassium, le gaz 
d'éclairage s'y dépouillait de son carbone. 

Pour ces diverses raisons, nous avons adopté le procédé si simple de 
MM. Eug. Varenne et Em. Hebré et notre hydrogène était purifié par pas- 
sage dans deux grands flacons laveurs contenant la solution indiquée ci- 
dessus, de manière à faire traverser au gaz une épaisseur de plus de 40*^" de 
cette solution. Un troisième laveur contenait une dissolution concentrée 
de potasse, et l'hydrogène ainsi purifié était ensuite recueilli dans les gazo- 
mètres. 

L'analyse d'un mélange s'effectuait sur la cuve à mercure et consistait 
dans la détermination de la proportion d'oxygène qu'il contenait; on en dé- 
duisait ensuite, sans difficulté, la quantité d'air correspondante et, par 
suite, la teneur du mélange en hydrogène. L'oxygène était absorbé, par la 



(*) Journal filr praktische Chemie, nouv. série, t. XIV, p. 289, et Bulletin de la So- 
ciété chimique de Paris, nouv. série, t. XXVIII, p. 354; 1877. 

(*) Bulletin de la Société chimique de Paris, nouv. série, t. XXVIII, p. 523; 1877. 
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méthode de M. Schiitzenberger (*), à l'aide d'iiydrosulfite de sodium, tou- 
jours fraîchement préparé par l'action du bisulfite de sodium du commerce, 
étendu de son volume d'eau distillée, sur de la tournure de zinc. Cette pré- 
paration s'effectuait dans un petit flacon soigneusement bouché au moyen 
d'un bouchon de caoutchouc traversé en son milieu par un tube de verre 
plein et maintenu une demi-heure dans un courant d'eau froide afin d'éviter 
toute élévation de température pendant la réaction. 

Nous compléterons ces renseignements généraux sur l'étude des mé- 
langes d'air et d'hydrogène, en faisant observer que, par suite du peu d'am- 
plitude des écarts obtenus expérimentalement, nous avons dû sur la PL II 
originale relative à ces mélanges, en conservant la même échelle pour les 
abscisses que dans lesP/. /et ///, non seulement doubler celle des ordonnées, 
mais encore, dans un carton spécial, consigner les résultats relatifs aux faibles 
pressions. Sur ce carton les abscisses sont doublées, de sorte que 5*^™ repré- 
sentaient 5o*^™ au lieu de loo*^"; quant aux ordonnées, elles sont considé- 
rablement dilatées, car i^" se trouvait représenté par 5^". 

II. — Mélange a 9,55 pour ioo d'hydrogène. 

Dans l'étude de ce mélange, le volume initial V^ valait 3i6^"',567 et était 
déterminé par la division 17*^™, o, le volume final correspondait à la division 
70*^", o. Le nombre d'expériences est de 32, et la pression initiale, sous vo- 
lume Vo, y varie entre les limites 121^", 890 et 784^", 765. 



(*) Bulletin de la Société chimique de Paris, t. XII, p. 121; t. XIX, p. iSa; t. XX, 
p. 147. 
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N»* 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TURE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFÉRENCES 


des 


du 


à 0" 


p. 


de 


p. 


de 




expé- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


>P.-P.- 


riences. 


gazeux. 


niveau 0. 


volume I. 


do mercure 


volume \. 


de mercure 









Cm 


cm 





cm 





cm 


1 


9»^ 


75,224 


784,765 


9i3 


1574, 385 


8,2 


- 4,855 


2 


9i2 


75,214 


734,883 


9,3 


1473,936 


8,1 


4,170 


3 


9,3 


75,213 


697,316 


9,3 


1398,197 


8,3 


— 3,565 


4 


9)5 


75,221 


671,930 


9,5 


1347,074 


8,3 


- 3,214 


3 


9,^> 


75,221 


632, 154 


9,7 


1266,989 


9,2 


— 2,68i 


6 


9,6 


75,220 


613,963 


9,8 


1280,377 


9,4 


— 2,45i 


7 


9,6 


75 , 220 


587,177 


9,8 


1176,508 


9,3 


— 2,i54 


8c^ 


9,7 


75 , 228 


556,253 


9,8 


1114, 4o5 


9,3 


- 1,899 


9 


9»8 


75,227 


525,171 


9,8 


io52,ooi 


9,3 


- 1,659 


10 


9>7 


75,218 


5o2 , 5o3 


9w 


1006,497 


9,2 


-- »,49i 


11 


9,8 


75,217 


474,837 


9,7 


950,962 


9,2 


— 1,288 


12 


9,9 


75,215 


452,334 


9,8 


905,771 


9,3 


— i,io3 


13 


io,o 


75,214 


424,810 


9,9 


85o,58i 


9,4 


0,961 


li 


lO, 1 


75,213 


386,964 


10,0 


774,723 


10,0 


— 0,795 


13 


IO,l 


75, 21 3 


364,274 


10,0 


729,239 


10,0 


— 0,691 


16 


12,4 


7i,o36 


355,974 


i3,o 


712,576 


i3,o 


— 0,628 


17 


12,5 


74,o35 


311,787 


12.5 


623,984 


Ï2,9 


— 0,410 


18 


12,6 


74,014 


293,978 


12,6 


588,334 


12,9 


— 0,378 


19 


12,8 


74,001 


277,628 


12,8 


555,535 


i3,i 


— 0,279 


20 


12,9 


74,000 


263 , 204 


12,9 


526,610 


i3,3 


— 0,202 


21 


i3,o 


73,980 


249,207 


i3,o 


498,588 


i3,3 . 


0,174 


22 


i3,o 


73,980 


235,397 


i3,o 


470,900 


i3,3 


— 0,106 


23 


i3,i 


73,969 


223,862 


i3,i 


447,790 


i3,4 


— 0,066 


24 


i3,3 


73,966 


211 ,85o 


i3,3 


423,720 


i3,5 


— 0,010 


23 


io,9 


74.105 


194,222 


10,9 


388,429 


11,7 


-f- o,oi5 


26 


II ,o 


7i,io4 


189,939 


11,0 


379,851 


11,8 


-f- 0,027 


27 


II, I 


74,io3 


181,824 


11,1 


363,597 


ïi,9 


■+- o,o5i 


28 


11,4 


74,099 


166,951 


11,4 


333,819 


12,1 


-H o,o83 


29 


11,8 

7 


74 , 094 


160, 1J2 


11,8 


320,212 


12,3 


H- 0,092 


30 


8,5 


75,025 


I 52, 601 


8,5 


3o5,io6 


9,3 


-f- 0,096 


31 


9,0 


75,019 


125,779 


9,0 


251,453 


9,0 


-h o,io5 


32' 


9,2 


75,017 


121,890 


9,2 


243,678 


9,2 


-*- 0,102 



Le Tableau et la représentation graphique des résultats nous montrent 
que la compressibilité du mélange est intermédiaire entre celles de Tair et 
de l'hydrogène pour des pressions initiales faibles, inférieures à 29 'j*^"* de 
mercure environ. Nous pouvons même constater que cette compressibilité 
est d'abord de même sens que celle de Tair et comprise entre celle-ci et la loi 
de Mariotte pour des valeurs de Po moindres que 2o5^" approximativement 
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(expériences 32 à 25); puis, P,, croissant de 20 5*^'° à 2f)4*^"*î elle chanj^e de 
signe et est comprise entre la loi de Mariotte et la compressibilité de riiy- 
drogène (expériences 24 à 18). Lorsque la pression initiale P„, dépassant 
294*^*", croît d'une manière continue, la compressibilité du mélange diminue 
progressivement en conservant, par rapport à la loi de Mariotte, un écart 
toujours de même sens, plus grand pour le mélange que pour Thydrogène, 
et augmentant en même temps que la pression initiale. Pour P^ supérieur à 
2f)/|C™ de mercure, la compressibilité du mélange est donc conslammenl 
moindre que celle de Thydrogcne. 

III. — Mélange a 12,95 pour 100 d'hydrogène. 

Les repères et la valeur de Vo ^^^^^ i^î '^s mêmes que pour le mélange 
précédent; mais, dans les 3i expériences de la série actuelle, la valeur de P„ 
varie de 122*^'", 428 à 061*^"", 759. 

La loi de compressibilité du mélange actuel à 12,9) pour 100 d'hydro- 
gène est absolument la même que celle du mélange précédent, mais ici la 
compressibilité est constamment moindre que celle du mélange à 9,55. 

Celte compressibilité, d'abord intermédiaire entre celle de l'air et la loi 
de Mariotte (expériences 31 à 26) j)Our Po inférieur à 170*^™, est ensuite, 
Po croissant jusqu'à 258*^™ environ (expériences 25 à 17) comprise entre la 
loi de Mariotte et la compressibilité de Thydrogène; [)uis elle devient plus 
petite que celte dernière, et s'en écarle constamment dans le même sens à 
mesure que Po augmente. Pécari étant maintenant toujours plus grand pour 
le mélange étudié à 12,95 que pour celui à 9,55. 
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J^O. 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 






d'ordre 
des 


TURE 

du 


atmosphérique 
à 0® 


initiale 


TURE 

de 


fin lie 
P, 


TURE 

de 


DIFFÉRENCES 


expé- 


mélange 


et 


V 

sous 


la colonne 


1 

sous 


la colonne 


2F 


o-iV 


riences. 


gazeux. 


niveau 0. 


volume I. 


de mercure 


volume \. 


de mercure 








o 


cm 


« cm 





cm 







om 


1 


.0,3 


76,483 


661,759 


i3,6 


1326,977 


«'^,7 




3,459 


2 


10,4 


7<> , 492 


645,164 


i3,6 


1293,544 


l3,2 


— 


3,216 


3 


10.5 


76,491 


601 ,628 


.3,6 


1205,843 


i3,3 


— 


2 , 587 


{ 


10,6 


76,480 


566,55. 


i3.6 


Ii35,3oo 


i3,4 


— 


2,198 


5 


'0,7 


76,478 


530,877 


.3,8 


io63,655 


i3,9 


— 


«,90> 


6 


10.7 


76,478 


498,415 


i3,7 


998,522 


i3,6 




1 ,632 


7 


'o,9 


76,466 


467,9^7 


i3,9 


937,333 


i3,6 


— 


',499 


8 


1 1 ,9. 


76,433 


45o,564 


14,0 


902,385 


i3,7 




1,257 


9 


.1,3 


76,44-^. 


135,463 


14,0 


872,096 


i3,7 


— 


1 ,166 


10 


10, i 


76, 4 '2'2 


408,898 


■1,1 


818, 8o5 


.1,6 




1,009 


11 


10,5 


76,121 


384,693 


.1,5 


770,260 


11,5 


— 


0,874 


12 


10, G 


76 , Uo 


363,643 


.1,6 


732,069 


11,5 


— 


0,783 


VA 


11,0 


76,105 


3i6,2ii 


11,0 


632,963 


i»,9 




0,541 


M 


11,1 


76,404 


296 , 902 


11,1 


591,285 


12,1 




0,481 


ir> 


11, -2 


76,103 


282,343 


11,2 


565, o85 


12,1 




0,399 


16 


.1,3 


76,402 


267,776 


11,3 


535, 89i 


12,2 




0,342 


17 


...4 


76 , 400 


•253,733 


11,4 


507,802 


.2,2 


— 


0,272 


18 


.0,5 


75,83-2 


•240,238 


.0,5 


480,686 


12,6 


— 


0,210 


19 


.0.7 


75,810 


227,176 


10,7 


454,5.1 


12,8 




0,159 


20 


•0,9 


75,807 


2.6,75. 


»o,9 


433,620 


12,8 


— 


0,1 18 


21 


II, -2 


7^794 


2()3,83o 


..,2 


411,738 


1^9 




0,078 


22 


.1,5 


75,780 


196,6.3 


.1,5 


393,275 


i3,o 


— 


0,049 


23 


»»./ 


7>-7J9 


187,846 


»»,7 


375,730 


.3,. 




o,o38 


2i 


.1,8 


75,748 


179,679 


.1,8 


359,370 


i3,i 




0,012 


2ri 


IA,0 


75,743 


170,940 


12,0 


341,883 


i3,3 


— 


o,oo3 


26 


n,9 


73,726 


. 58 , 538 


11,9 


3i7,o58 


i3,. 


-h 


0,018 


27 


12,2 


75,248 


154,823 


.2,2 


309,62. 


i3,3 


-h 


o,oa5 


28 


.2,3 


75,9.34 


.49,048 


12,5 


298,059 


i3,6 


-h 


o,o37 


29 


.2,3 


75,236 


.37,2.5 


12,3 


274,389 


12,3 


H- 


0,041 


30 


I'2,G 


75,2.3 


132,569 


.2,6 


265 , 099 


12,6 


■+■ 


0,039 


31 


.2.7 


75 , lOl 


122,428 


.2,7 


244,818 


1 *> ** 
1 /. ,y 


H- 


o,o38 



IV. — - Mélange a i6,3ï i*oim loo d'hydrogène. 



Les divisions servant de repères sont ici de i5^"*,o pour le volume initial 
valant 322"°', 54o, et Gq^^'jO pour le volume final. Le Tableau des résultais 
comprend 3o expériences, et la pression initiale sous volume i y varie de 
io8^",48i à 7G3^™,543. 
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N- 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PnESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 

des 

expé- 


TURE 

du 
mélange 


atmosphérique 

à G» 

et 


initiale 
sous 


TURE 

de 

la colonne 


finale 

p. 

sous 


TURE 

de 
la colonne 


DIFFÉRENCES 


riences. 


gazeax. 


niveau o. 


volume î. 


de mercure 


volume î. 


de mercure 




1 




9,9 


cm 

74,466 


cm 
765,543 



9,9 


cm 
1537,228 



8,7 


cm 
— 6,142 


2 


10, o 


74,49» 


721,095 


9,9 


1447,388 


8,4 


— 5,198 


3 


lOj'J 


74,86i 


710,854 


10,0 


1^26,724 


11,8 


— 5,016 


4 


10,0 


74.501 


68ji , 000 


9,9 


1368,547 


8,6 


— 4,547 


5 


io,6 


74,871 


670,07.;. 


10,9 


1 344, 504 


11,8 


— 4,3(>o 


6 


IO,2 


74,5oG 


647,789 


10,0 


'•^99,579 


9,2 


— 4,"^i 


7 


io,G 


74,871 


C'^7,979 


10,9 


1259,692 


",7 


3 -34 


8 


io,6 


74,871 


591 ,956 


10,9 


1187,193 


II ,6 


— 3,281 


9 


io,4 


74 ,699 


579, '>ï9 


10,5 


1162,168 


10,5 


— 3,i3o 


10 


io,7 


74,85i 


557, '20I 


1 1 ,0 


1117,301 


8,4 


•^,899 


11 


io,8 


74, «41 


5>/),388 


1 1 ,0 


ioj5,4ii 


8,4 


— 2,635 


12 


9,1 


74,687 


479, '^34 


9,7 


960,647 


10, 1 


- '^','79 


13 


8,1 


74,544 


433,723 


8,5 


869 , I 32 


8,4 


— 1,686 


li 


8, G 


74,553 


4 ri, 614 


8,î 


826 , 693 


8,i 


- 1,465 


15 


7,9 


74, '■«45 


4 10, 683 


8,i 


822,815 


8,i 


- 1,449 


16 


8,o 


74,563 


369, o5i 


8,4 


739,264 


8,4 


— I , I 62 


17 


8,2 


74,:)6-2 


349,97a 


8,5 


700,978 


8,5 


- i,o34 


18 


8,';i 


74,56< 


3io,5o4 


8,2 


62 I , 808 


8,5 


— 0,800 


19 


8,4 


74 , 570 


9.94, OJ-2 


8,4 


588,8)2 


8,7 


- o,748 


20 


8,6 


74 , 569 


•263,767 


8,6 


^^28,1-4 


8,8 


— 0,640 


21 


8,6 


74 , ''60 


25o,53'2 


8,6 


joi ,6(>5 


8,9 


— 0,601 


22 


8,6 


7't,56o 


23'2,o4o 


8,6 


46i,6i6 


8,9 


(►,536 


23 


8,7 


74,55o 


2 I 5 , 590 


8.7 


431,488 


8,9 


— «,17<> 


2i 


8,2 


7i,W4 


200 , 'J07 


8,2 


401,429 


8,3 


— o,4i5 


2.'5 


8,6 


74. 352 


178,930 


8,6 


358,179 


8,6 


- ",3i9 


26 


8,7 


7i,J69 


i6î,845 


8,7 


329,9')0 


8,8 


— o,>.6o 


27 


8,6 


74,379 


IJ8,4Î6 


8,6 


317,127 


8,8 


- 0,235 


28 


8,6 


74,379 


136,523 


8,6 


273,187 


8,7 


— o,i4i 


29 


8,7 


74,388 


116, 54 I 


8,7 


233, 19 i 


8,7 


— 0,11-2 


30 


io,o 


74,4<i 


108,481 


10,0 


217, 070 


10,0 


— 0,108 



Dans les limites de nos expériences, la coinpressibililé du mélange com- 
mence toujours, comme pour les précédents, d être intermédiaire entre 
celles de Tair et de Tliydrogène; mais, ici, cette compressibilité s'écarte 
toujours de la loi de Mariotte dans le même sens que celle de Thydrogcne. 
La pression initiale augmentant au delà de i36*^™ de mercure, la compres- 
sibilité du mélange devient plus petite que celle de Thydrogène, et pré- 
sente, relativement à la loi de Mariotte, un éccirt croissant, toujours plus 
grand que celui du mélange précédent. Nous constatons ainsi, pour les mé- 
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langes, un ccarlcment progressif, mais néanmoins lent, de la compressibi- 
lilé relativement à celle de Thydrogène à mesure que la quantité de ce 
dernier gaz augmenta*. 

V. — Mflange a 28,12 POUR 100 d'hydrogène. 

Les îo expériences de celle série ont été faites dans les mêmes condi- 
tions expérimentales que celles de la série précédente; on a donc encore 
ici Vo égal à 322*''"', S^o. La pression relative à ce volume initial pris pour 
unité a varié de io5*^'", 190 à 7:58^"*, oi3. 

La compressihilité de ce mélange est encore d'abord intermédiaire entre 
celles de Tair et de Thydrogène, mais comprise, dans les limites indiquées 
ci-d(*ssus, entre la loi de Mariotte et la compressibililé de Thydrogéne; 
puis, la pression initiale dé|)assant 144*^*"? nous retrouvons le fait déjà 
signalé : écart relatif à la loi de Mariotte, de même sens, mais plus grand 
(jue pour rhydrogènc», et croissant avec la pression initiale, en étant plus 
grand, dans cette région, pour une valeur quelconque de Po que celui du 
mélange précédent, de sorte que la compressibilité du mélange, s'enrichis- 
sant en hydrogène, continue à s'écarter de celle de Thydrogène pour les 
moyennes et fortes pressions initiales. 

(^elte tendance ne s(,» constate pas aux pressions initiales faibles; car, pour 
les valeurs di» P„ moindres (jue 167^™, la compressibilité du mélange actuel 
est plus grande (|ue cell(» du précédent à 16, 4 1 d'hydrogène, pour devenir 
ensuite constamnKMit plus petite. 
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N"' 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TUIIE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFÉRENCES 


des 


du 


à o* 


1'. 


de 


1', 


de 




expé- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


2I* I* 


riences. 


gazeux. 


niveau o. 


volume I. 


de mercure 


volume ^. 


do mcnur»' 






o 


cm 


cm 





cm 





cm 


1 


9,o 


74,617 


758,01 3 


9,5 


1524,540 


»,4 


- 8,5.4 


9 


9»^ 


74,5io 


733,840 


9,7 


1475,704 


9,8 


- - 8,012 


3 


8,7 


74,744 


723,407 


9,1 


1454,605 


7,8 


— 7,79» 


i 


8,7 


74,734 


7» 5, 079 


9,« 


«437,791 


7,8 


- 7,033 


5 


8,7 


74,7'>'^ 


C82 , 57'Jt 


9,1 


1372,003 


_ / 


0,9'9 


6 


9.« 


74,63', 


65-2, 99'2 


9,4 


I 3 I 2 , 327 


8,4 


- 6,3i3 


7 


8,8 


74,78>' 


6-23,231 


9,i 


12J2,200 


8,6 


- 5,738 


8 


8,8 


74,79'^- 


Go5,3ji 


9,ï 


1216,081 


8,5 


- 5,379 


9 


9,î 


74,>i8 


374,835 


9,7 


1154,559 


9,5 


• 4,889 


10 


8,8 


74,8'2o 


557,119 


9,0 


1 I 1 8 , 80 I 


8,6 


- 4,503 


11 


8,8 


74,829 


5-28,297 


9,« 


I 060 , 672 


8,5 


- 4,078 


i± 


9»4 


7i,5'27 


504,288 


9*8 


1012,257 


9,7 


— 3,08i 


13 


9," 


74,809 


478, '^4 '2 


9,^' 


959,779 


8,6 


3,29:1 


U 


9,'^ 


74,807 


449, 9'6 


9,3 


902,683 


8,7 


— 2,8 5 1 


15 


9,4 


74,^>'^7 


431,990 


9,7 


866,592 


9,8 


— 2,0l>. 


1() 


9,t 


74,788 


411,880 


9,^ 


826,122 


8,6 


2 , 362 


17 


9,ï 


74,77« 


351,989 


9,*^^ 


705,582 


9''-» 


— i,0<)4 


18 


9>* 


74,760 


3 II , 2(>8 


9,^' 


623,836 


9,3 


— i,3oo 


19 


8,2 


74,434 


277,510 


8,7 


556,o36 


9,3 


— 1 , 1 


20 


8,9 


74,4'2G 


2()3,4>.7 


8,9 


527,775 


9,4 


0,921 


SI 


9»« 


74,435 


230,337 


9,<> 


5i3,5î8 


9,5 


— o,8S4 


2i 


9,^ 


74,5oo 


236,027 


9,3 


4/3,979 


9,7 


- o?7*5 


2:^ 


9,4 


7i,5i9 


225 , 236 


9,4 


451,117 


9,8 


— 0,6 î 5 


24 


9.5 


74,517 


214,099 


9,5 


428,798 


9,9 


— o,0oo 


25 


9,6 


74,5aG 


181,939 


9,6 


304,203 


9,8 


- o,385 


26 


9,5 


74,575 


171,090 


9,5 


343,082 


9,9 


0,290 


27 


9»7 


74,593 


160,888 


9,7 


322,01 I 


10,0 


— o,2!r> 


28 


9,9 


74 , 7«o 


1 32, 509 


9,9 


265,138 


9,9 


— 0,1 20 


29 


IO,Jl 


74,696 


121,243 


10,2 


2îa,586 


10,2 


- - , 1 00 


30 


IO,'i 


74,696 


I o5 , 1 90 


10,2 


210,467 


10,2 


— 0,087 



VI. — MéLANT.E a 33,08 POIIU 100 D'HYïmOGÈXE. 



L'ctude de ce mélange est faite à Taide de 3i expériences dans les mêmes 
conditions expérimentales que celles des deux mélanges précédents, con- 
ditions qui se sont maintenues encore pour les deux mélanges suivants à 
39,28 et 49589 pour 100 d'hydrogène. La compressibilité du présent mé- 
lange donne une courbe sensiblement parallèle à celle du mélange précédent 
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à 28,12, mais placée un peu plus bas, les valeurs négatives de2Po — P, étant 
ici plus grandes en valeurs absolues. Cette compressibilité, comprise entre 
celle de Thydrogène et la loi de Mario tte jusqu'à une valeur de Po voisine 
de i3o*^"", est ensuite plus petite que celle de Thydrogène, l'écart augmen- 
tant avec Po- 



j,o. 


TEMPÉnA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TURK 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFÉRENCES 


des 


du 


à o" 


p. 


de 


p. 


de 




expé- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


^P.-P.- 


riences. 


gazeux. 


niveau 0. 


volume 1. 


de mercure 


volume i. 


de mercure 









cm 


cm 





cm 





cm 


1 


8,4 


75,i'>/j 


810,797 


8,4 


i63i ,4o5 


7,2 


9,811 


2 


9-6 


7>,5o6 


789,219 


9,3 


1587,816 


8,3 


- 9,378 


3 


8,5 


75,124 




8,4 


I 564 , 602 


7,1 


- 9,i28 


4 


8,4 


75, 1-25 


733,354 


8,3 


i474,9^>4 


7,0 


— 8,256 


r) 


9,« 


75,514 


714,540 


9,5 


1436,898 


8,6 


- 7,8iS 


6 


9,9 


75 , 5-22 


703, 563 


9,5 


1414,668 


8,5 


7,54a 


7 


9.'- 


75,333 


658,854 


9," 


1324,342 


8,3 


6,634 


8 


8,5 


75,125 


645,049 


8,4 


1296,457 


7,9 


6,359 


9 


8,5 


73, 125 


607,629 


8,4 


1220,875 


7,8 


— 5,617 


10 


9,2 


75,338 


591 ,85 I 


9," 


1189,074 


8,5 


0,372 


11 


9,2 


75,338 


547,414 


9,' 


«099, i'9 


8,5 


4,:>9i 


12 


9.9 


75,552 


536,758 


9,7 


1077, 9»9 


9,2 


4,4o3 


Ul 


9,4 


75,336 


519,040 


9," 


1042,196 


8,5 


- 4,116 


li 


10,0 


75,551 


5o6,584 


9,8 


1017,066 


9,3 


- 3,898 


15 


8,6 


75,225 


464,212 


8,4 


931,627 


7,9 


— 3,203 


16 


10, i 


75,577 


446,261 


lO.O 


885,422 


9,4 


— 2,900 


17 


10,4 


75,566 


419,71» 


10,1 


841,961 


9,4 


— 2,539 


18 


10,4 


75,559 


358,828 


10,1 


7»9,47<> 


10,1 


— 1,820 


lî) 


10,3 


75,533 


322,41 3 


10,3 


646,264 


10,0 


- 1,438 


20 


9.5 


75,'>.9^ 


287,412 


9,5 


576,004 


9,6 


— 1 ,180 


21 


8,6 


75,053 


270,709 


8,6 


542,501 


9,3 


— i,o83 


22 


8,4 


75,104 


243,419 


8,4 


487,718 


8,8 


— 0,880 


2:i 


8,3 


75,123 


230,917 


8,3 


462,613 


8,7 


0,779 


2i 


8,i 


75,122 


219,384 


8,4 


439,461 


8,8 


— 0,693 


2i 


8,6 


75,129 


195,597 


8,0 


391,717 


8,9 


— o,523 


26 


8,7 


75, 120 


191,337 


8,7 


383,157 


9,« 


— 0,481 


27 


«,7 


75,120 


183,189 


8,7 


366,798 


9,0 


— 0,420 


28 


97» 


75, 108 


160,786 


9," 


321 ,840 


9,0 


— 0,268 


29 


9,1 


7J,îi7 


1 53, 864 


9,» 


3o7,94'8 


9,1 


— 0,220 


;]() 


9,1 


75,117 


120,965 


9," 


242,055 


9,' 


— 0, 125 


;n 


8/, 


75,074 


III, oo3 


8,5 


222, 124 


8,5 


— 0,118 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES SLR l'ÉLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. G.G3 

VIL — Mélange a 39,28 pour 100 d'hydrogène. 

Le Tableau suivant donne les résultais des expériences concernant ce 
mélange. 



X- 


TEMPKRA- 


ritESSION 


PRESSION 


TEMPERA- 


rUESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TURE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFÉRENCES 


des 


du 


à 0» 


p. 


de 


P. 


de 




exp^ 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


2Po-l\. 


riencos. 


g^zenx. 


niveau o. 


volume I. 


de mercure 


volume \. 


demercure 






Cl 


cm 


cm 





cm 





cm 


1 


<>,9 


75,27-2 


8i5,75i 


7,0 


1642,459 


6,3 


— 10,957 


2 


<^9 


75,281 


777,^46 


6,8 


I 564 , 525 


4,9 


— io,o33 


3 


fi, 9 


75,272 


74 ',783 


7,« 


1492,767 


5,2 


— 9,201 


4 


7,4 


74,849 


71 î, 102 


6,2 


1436,662 


5,;. 


— 8,458 




7,0 


7J,"^99 


708,413 


fi, 9 


i4'>>5,i46 


4,7 


-- 8,3ao 


6 


7,0 


75,271 


670 , 1 32 


7,' 


«347,707 


4,8 


- 7,443 


7 


7,4 


74,849 


663 , I 46 


6,2 


1333,573 


4,6 


- 7,281 


8 


7,5 


74,839 


62.1,674 


6,3 


1255,748 


5,2 


— 6,400 


9 


7,0 


75,290 


607 , 7 I 3 


7,1 


1221 ,4i 1 


6,3 


- 5,985 


10 


7,1 


7 5, '^99 


581,708 


7,2 


1168, 8Î7 


6,3 


- 5,43i 


i\ 


7,2 


75,298 


55i,3i8 


7,3 


I 107,432 


6,7 


— 4,79fi 


12 


-^ fi 


74,847 


5o 1 , 8()o 


fi,i 


1007,640 


5,4 


— 3,920 


13 


7,1 


7'i,'^-79 




7,2 


959,068 


6,7 


— 3,538 


14 


7,3 


75,288 


468,007 


7,2 


939,430 


6,8 


- 3,ii6 


m 


7,4 


7^,297 


^8,9^3 


7,3 


880,854 


6,9 


2,948 


16 


7>7 


74,837 


428,461 


6,4 


859,724 


5,3 


— 2,802 


17 


7.4 


7 5, '^97 


413,395 


7,3 


829,398 


7," 


— 2,608 


18 


7,4 


7>,297 


388,016 


7,3 


778,330 


7,3 


— 2,298 


19 


6,1 


75,ioi 


324,9)6 


6,1 


65i,5i3 


5 ^ 


— I , 60 I 


20 


6.-^ 


75,112 


3o(j,i32 


6,2 


613,667 


5,7 


— i,4o3 


21 


6,3 


75,111 


291,954 


6,3 


585 , 209 


5,8 


— i,3oi 


22 


6,3 


75,i3i 


276,024 


6,3 


533,2i6 


5,8 


— 1,198 


23 


6,1 


75,i5i 


262 , 2 I 2 


6,1 


52>,5i9 


5,8 


— 1,095 


2i 


6,2 


75 , I 5o 


248,628 


6,2 


498,244 


5,9 


- 0,988 


25 


6,4 


7>,i39 


223,662 


6,4 


448,082 


6,0 


- o,758 


26 


6,5 


75,i38 


212,711 


6,5 


426,097 


6,1 


— 0,675 


27 


6,7 


75,146 


193,973 


6,7 


388,456 


6,7. 


— 0,5 10 


28 


6,7 


75,137 


i85,3o5 


6,7 


371 ,060 


6,-. 


— o,45o 


29 


6,7 


75, 128 


162,862 


6,7 


325,986 


6,2 


— 0,262 


30 


6,7 


74,848 


155,679 


6 -' 


3ii,)«7 


6,4 


— 0,229 


31 


"i 1 


74,843 


127,173 


7,' 


254,i7fi 


7,' 


— , 1 3o 


32 


7,5 


71,839 


105,427 


7, ' 


2i0.9')8 


7,5 


— 0,104 



Nous constatons, en premier lieu, les mêmes faits fçénéraux (jue précé- 
demment : compressibilité comprise, au début, entre celles de la loi do 
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Mariotlc et de Thydrogene et devenant, dès que la pression initiale P© a 
acquis en croissant une certaine valeur, ici sensiblement i35*^™, plus petite 
que celle de l'hydrogène, l'écart croissant avec Po. 

Mais l'écart progressif, par rapport à la compressibilité de l'hydrogène 
de celles des mélanges s'enrichissant en ce gaz, ne semble plus, dès main- 
tenant, vouloir persister. La compressibilité du mélange actuel se rap- 
proche, en effet, de celle de l'hydrogène pour les pressions faibles, infé- 
rieures à 180*^™ de mercure environ, Ccir, pour ces pressions, elle est 
constamment plus grande que celle du mélange précédent à 33, 08 pour 106. 

VIII. — Mélange a /iy,89 pouri roo d'hydrogène. 

La. tendance au retour, signalée à propos du mélange a 39,28 pour les 
pressions faibles, s'affirme ici avec netteté. La comparaison de la série 
actuelle à la précédente montre, par suite de l'augmentation d'hydrogène, 
un rapprochement général de la compressibililé du mélange de celle de 
rhydrogène. Pour toutes nos expériences, la courbe à 49^89 est constam- 
ment au-dessus de celle à 39,28 (P/. //), étant fournie par des valeurs 
négatives de 2P0 — P| plus petites en valeurs absolues. 

Tant que Po n'atteint pas i5G*^"* de mercure environ, la compressibilité 
est encore ici intermédiaire entre celles de la loi de Mariotlc et de l'hydro- 
gène; puis elle va toujours en s'écartant de celle de Thydrogène dans le 
même sens par rapport à la loi de Mariotte, et l'écart augmente avec la 
pression initiale. Seulement cet écart, moindre que celui du mélange pré- 
cédent à 39,28 pour toutes les expériences de la série, est au-dessous de 
P^ = (398^"* environ, également moindre que celui du mélange à 33, 08 et 
au-dessous de P„ = 049, moindre que celui du mélange à 28,12; il est alors 
compris entre cet écart et celui relatif au mélange à 16, 3i pour devenir 
encore inférieur à ce dernier lorsque Po est moindre que 205^"*. 

Le retour, après écart, vers la compressibilité de Thydrogène est donc 
ici évident. 
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V- 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 




d'ordre 


TURE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFÉRENCES 


des 


du 


à G» 


Po 


do 


p. 


de 




expé- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


t. p.- p.. 


riences. 


g^eux. 


niveau o. 


volume I. 


de mercure 


volume \. 


de mercure 









cm 


cm 





cm 





cm 


1 


9,8 


75,4o5 


806,641 


9,6 


1623,412 


9,2 


— 10, i3o 


2 


5,9 


74,967 


788,971 


6,4 


1587,567 


5,6 


9,625 


3 


io,o 


75,412 


758,649 


9,7 


I 526, 233 


9,2 


- 8,935 


4 


6,1 


74,965 


739,599 


6,5 


1487,680 


5,2 


— 8,482 


5 


IO,2 


75,401 


715,44-2 


9,6 


1438,736 


9,2 


— 7,852 


6 


6,2 


74,96» 


689,121 


6,6 


I 385 , 460 


5,1 


- 7,218 


7 


IO,2 


75,410 


669,203 


9,3 


1345,164 


9,3 


- 6,758 


8 


6,3 


74,954 


6:j ^1,790 


6,7 


1275,492 


6,4 


— 5,912 


9 


6,3 


74,954 


599,077 


6,8 


I 203,364 


6,4 


— 5,200 


10 


6,2 


74,955 


575,000 


6,7 


1154,763 


6,î 


- 4,763 


il 


io,4 


75,417 


557,573 


9,9 


1119,566 


9,6 


— 4,420 


12 


6,3 


74,945 


544, 3o5 


6,8 


1092,900 


6,2 


- 4,290 


13 


9,8 


75,861 


487,572 


9,8 


978,400 


9,7 


— 3,256 


14 


6,4 


74,931 


485, 3i3 


6,8 


973 , 826 


6,2 


— 3,200 


15 


IO,0 


75,859 


457,509 


9,7 


917,830 


9,5 


~ 2,812 


16 


IO,I 


75,868 


429,465 


9,7 


861,340 


9,4 


— 2,410 


17 


6,3 


74,904 


391,258 


6,8 


784,460 


6,8 


',944 


18 


lO,î 


75,877 


367,665 


9,7 


736,990 


9,7 


— 1,660 


19 


io,3 


75,885 


322,973 


10,3 


647,184 


9,9 


- 1,238 


20 


io,4 


75,884 


3o3,985 


10,4 


609,045 


9,9 


— 1,075 


21 


io,5 


75,883 


287,420 


10,5 


575,794 


10,1 


— 0,954 


22 


9,5 


75,242 


256,139 


9,5 


5 I 3 , 026 


9,5 


- 0,748 


23 


9,5 


75,25i 


229 , 40 I 


9,5 


459,382 


9,5 


— o,58o 


21 


9,5 


75,260 


217,668 


9,5 


435,840 


9,5 


— 0,004 


25 


9,7 


75,23i 


197,838 


9,7 


396,098 


9,6 


— 0,382 


26 


5,9 


7li958 


186,020 


5,9 


372,359 


6,3 


— 0,319 


27 


6,o 


74,956 


i63,35o 


6,0 


326,902 


6,0 


— 0,202 


28 


6,1 


74,955 


152,768 


6,1 


3o5,68i 


6,1 


0,145 


29 


5,8 


74,959 


i3i,638 


5,8 


263, 36o 


5,8 


— 0,084 


30 


5,9 


74,958 


127, o5i 


5,9 


254,172 


5,9 


— 0,070 


31 


6,5 


74,960 


no, 236 


6,5 


220,534 


6,5 


— 0,062 



IX. — Mélange a 65,67 pour 100 d'hydrogène. 

Les conclusions tirées de l'étude du mélange précédent, moins riche en 
hydrogène, sont confirmées par le mélange actuel. 
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N- 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPERA- 




d'ordre 


TURE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFERENCES 


des 


du 


à o» 


p. 


de 


p. 


de 




expé- 


mélange 


et 


SOUS 


la colonne 


sous 


la colonne 


2P.-P,. 


riences. 


gazeux. 


niveau o. 


volume I. 


de mercure 


volume J. 


de mercure 









cm 


cm 





cm 





em 


1 


9,1 


76,619 


773,546 


10,0 


I 555, 535 


9,0 


- 8,443 


2 


9,1 


76,619 


699: 


,267 


9,8 


1405,537 


10,4 


7,oo3 


3 


9,' 


76,609 


595 


,881 


12,2 


1196,722 


12,5 


— 4,960 


4 


9, a 


76,608 


526 


»975 


11,6 


1057, 635 


11,8 


3,685 


5 


9i<J 


76,604 


483, 


»943 


II, I 


970,892 


11,3 


— 3,006 


6 


9,7 


76, 602 


455 


»ii7 


1 1 ,2 


912, 85i 


11,5 


2,617 


7 


9,8 


76,591 


423 


,973 


11,3 


850,089 


11,4 


— 2,143 


8 


io,3 


76,693 


395. 


»o47 


12,5 


79^,894 


i3,3 


— 1,800 


9 


10, o 


76,577 


388, 


i954 


11,4 


779,703 


11,4 


i,79i 


10 


9,6 


76,334 


369: 


,254 


10,5 


740, oi3 


10,5 


i,5o5 


11 


io,4 


76,702 


36o 


,312 


i3,4 


722,026 


I3,2 


— 1,402 


12 


9,7 


76,323 


349 


,142 


10,6 


699,594 


10,7 


— i,3io 


13 


9,8 


76,321 


3i7, 


319 


9,8 


635,661 


10,7 


— 1 ,023 


14 


9>9 


76,309 


3oo, 


i9o4 


9,9 


602,700 


10,8 


— 0,892 


15 


9,9 


/6,3i9 


294 


,107 


9,9 


589,017 


10,8 


— o,8o3 


16 


9,9 


76,319 


277: 


»93i 


9,9 


556,570 


10,8 


— 0,708 


17 


I I ,o 


76,685 


269, 


459 


II ,0 


539,615 


12,7 


~ 0,697 


18 


99 


76,349 


262, 


.934 


9,9 


526,498 


10,8 


— o,63o 


19 


9,7 


76,502 


249. 


,467 


9,7 


499,48a 


11,2 


— 0,548 


20 


9,5 


76,505 


236, 


.377 


9,5 


473,249 


11,0 


— 0,495 


21 


9,6 


76,5o3 


224, 


.709 


9,6 


449,839 


11,0 


— 0,421 


22 


9,7 


76,502 


2l3, 


773 


9,7 


427,851 


11,0 


— o,3o5 


23 


IO,2 


76,545 


204. 


,6ôo 


10,2 


409 , 565 


11,3 


— 0,245 


2i 


io,8 


76,547 


195. 


,3i5 


10,2 


390,835 


11,3 


— o,2o5 


25 


8,9 


76 , 520 


i85, 


»420 


8,9 


371 ,020 


9,5 


— 0,180 


26 


8,8 


76,522 


178; 


226 


8,8 


356, 616 


9,5 


- 0,164 


27 


8,8 


76,522 


169, 


678 


8,8 


339, 5o4 


9,4 


— 0,148 


28 


9,2 


76,507 


i56 


,3i8 


9,2 


312, 757 


9,7 


— 0,121 


29 


9,2 


76,507 


i5o, 


706 


9,2 


3oi , 53o 


9,7 


— 0,118 


30 


9,1 


76,508 


122 


,873 


9'» 


245,837 


9,' 


0,091 


31 


9,2 


76,507 


118, 


,5o5 


9,2 


237,097 


9,2 


— 0,087 


32 


9,3 


76,506 


no 


,408 


9,3 


220,894 


9,3 


— o,-o78 



La compressibilité de ce mélange est encore plus voisine de celle de l'hy- 
drogène que celle du mélange précédent à 49? 89- On constate, en effet, 
(jue cette compressibilité (PL II) pour Po •< i38*^™ environ, est intermé- 
diaire entre celles du mélange précédent et de l'hydrogène et, par suite, 
comprise entre la loi de Mariotte et la droite relative à l'hydrogène ; elle 
garde des valeurs intermédiaires entre la compressibilité de l'hydrogène et 
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la loi de Mariotlc jusqu'à une valeur de Pj sensiblement égale à ig'i"". Puis, 
pour les valeurs plus grandes et croissantes de P^, elle est moindre que la 
compressibilité de l'hydrogène et l'écart, par rapport à la loi de Mariette, 
augmente avec P, ; mais cette compressibilité est toujours plus voisine de 
celle de l'hydrogène que la compressibilité du mélange précédent : P, va- 
riant de 194 à 272, elle est intermédiaire entre les compressibilités de Iby- 
drogène et du mélange à 16,31, et, pour les valeurs suivantes de P,, com- 
prise entre celles des mélanges à i6,3i et 28,32 pour 100 d'hydrogène ('). 
L'étude de ce dernier mélange complète donc celle du précédent et con- 
duit à la même conclusion : tendance vers la compressibilité de l'hydro- 
gène (»). 



(■) Durant I 
lectures, Élcïi 



cluJe du 
volume Vi = 



élange i 
sion 15" 

V, 



■, le repère du volui 
',0, ce qui a ëgalen 
tial 32a", 540 est de' 



l'origine du volume V| = ~; le volui 
expériences 8, 1 1 et 17 de la série correspondent à la premi 
(') Les résultats relatifs à l'cludc de Yhydrngine pur i 
signés dans le Tableau suivant qui donne également les 
Rcgnault. 
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;nt élevé de 6ij™,o à 70™. o 
inu par ce fait 3i6". 567. Le» 
e valeur et les autres à la seconde, 
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X. — Résumé des résultats relatifs aux mélanges d'air et d'hydrogène. 

La compressibilité des mélanges d'air et d'hydrogène purs et secs étudiés, 
dans lesquels la proportion du dernier gaz va en croissant à partir de 9, 55 
pour 100, est intermédiaire, pour de petites pressions initiales, entre celles 
de l'air et de l'hydrogène. Lorsque la proportion d'hydrogène ne dépasse 
pas i5 pour 100 environ, la compressibilité du mélange est d'abord comprise 
entre celle de l'air et la loi de Mariotte et la pression initiale limite de cette 
période diminue avec l'augmentation d'hydrogène; elle est sensiblement 
2o5^™ de mercure pour le mélange à 9,55 et 170^™ pour celui à 12,96 d'hy- 
drogène pour 100. 

Mais, la quantité d'hydrogène augmentant, la compressibilité des mé- 
langes, dans les limites de nos expériences, tout en restant intermédiaire, 
pour les pressions initiales faibles, entre celles de l'air et de l'hydrogène, 
s'écarte de la loi de Mariotte dans le même sens que celle de l'hydrogène, 
c'est-à-dire, est comprise entre la loi de Mariotte et la compressibilité de 
l'hydrogène. Ce fait persiste jusqu'à une valeur de la pression initiale qui 
s'élève, par exemple, à 294^™ pour le mélange à 9, 55 et à i44*^™ pour celui 
à 28, 1 2. 

Lorsque la pression initiale augmente, l'écart, par rapport à la loi de Ma- 
riotte, pour un mélange déterminé, reste de même sens, en devenant plus 
grand pour le mélange que pour l'hydrogène, et cet écart croît avec la pres- 
sion initiale, de sorte que la compressibilité du mélange est alors constam- 
ment moindre que celle de l'hydrogène. 

Si l'on augmente la quantité d'hydrogène, la compressibiUté du mélange 
s'écarte progressivement, quoique lentement, de celle de l'hydrogène, mais» 
pour une proportion d'hydrogène comprise entre 33, 08 et 39,28 pour 100, 
cette compressibiUté du mélange non seulement ne tend plus à s'écarter de 
celle de l'hydrogène, mais, au contraire, s'en rapproche pour des pressions 
initiales faibles, inférieures à 180^™ de mercure environ. 

La proportion d'hydrogène continuant à croître, la compressibilité du 
mélange se rapproche de celle de l'hydrogène pour toutes les expériences 
de la série, c'est-à-dire, pour une pression initiale quelconque dans les li- 
mites signalées. L'étude des mélanges à 49^89 et 65,67 P^w '^^ d'hydro- 
gène met nettement ce fait en évidence : la compressibilité du premier est, 
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en effet, plus voisine de celle de l'hydrogène que celle du mélange à 89, 28 
et devient intermédiaire entre celles de l'air et de l'hydrogène pour une 
pression initiale plus élevée; le dernier mélange à 65,67 présente, à son 
tour, une compressibilité plus voisine de celle de l'hydrogène que le mélange 
à 49,89. 

Ainsi, après écart, la compressibilité des mélanges d'air et d'hydrogène 
étudiés, inférieure à partir d'une certaine pression initiale à celle de l'hydro- 
gène, tend vers celle-ci à mesure que la quantité de ce gaz augmente. C'est 
un fait absolument analogue à celui que nous avons signalé, dans le Cha- 
pitre II, pour les mélanges d'air et de gaz carbonique; seulement, ici, la 
compressibilité est inférieure à la loi de Mario tte, tandis qu'alors elle lui 
était supérieure. 
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CHAPITRE IV. 

MÉLANGES DE GAZ CARBONIQUE ET D'HYDROGÈNE. 



I. — Formation des mélanges. 

L'étude de la compressibilité des mélanges de gaz carbonique et d'hy- 
drogène a été faite, par nous, à l'aide d'une série de douze mélanges, dans 
lesquels la quantité d'hydrogène est successivement de 7,5i, 15,78, 19,78, 
24,47? 297^^5 37,50, 45,02, 51,70, 56,66, 61,66, 72,82 et 80,40 pour 100. 

Le premier résultat à obtenir a été de remplir le récipient en cuivre 
rouge, destiné aux mélanges gazeux, de gaz carbonique pur et sec. L'opé- 
ration, qui a été particulièrement longue, s'est faite dans les conditions 
suivantes. Apres départ, à l'extérieur, du dernier mélange d'air et d'hydro- 
gène étudié, on a envoyé, au moyen de la pompe rotative, du gaz carbo- 
nique sec dans le récipient, de manière à obtenir une pression d'environ 
•jatm p^Jg Qj^ a déterminé le départ du mélange ainsi obtenu, et l'on a 
renouvelé l'envoi du gaz carbonique pour retrouver la pression précédente. 
Après un nouveau départ, on a recommencé l'opération une douzaine de 
fois. Jusqu'à ce moment, le gaz carbonique introduit était sec, mais non 
pur; on l'obtenait, en effet, à l'aide d'acide chlorhydrique du commerce, ce 
qui était beaucoup plus économique. 

Mais, pour la suite des opérations, l'appareil générateur a toujours fourni 
du gaz carbonique pur. Ce gaz était, comme précédemment, envoyé dans le 
récipient à mélanges sous une pression voisine de 3*"", puis on déterminait 
par absorption, à l'aide de la potasse, la proportion de gaz carbonique. 
L'analyse faite, on laissait échapper le mélange et tout recommençait dans le 
même ordre : addition de gaz carbonique pur et sec jusqu'à une pression 
de 3*"" environ, analyse du mélange au point de vue de la quantité de gaz 
carbonique, départ du mélange de manière à abaisser la pression à i""*, et 
ainsi de suite. 

L'ensemble des opérations précédentes nous a occupé plusieurs semaines, 
et nous avons pu voir la proportion des gaz autres que le gaz carbonique 
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passer successivement, en décroissant, par les valeurs 22,9, 17, 44» i5,8i, 
i5,7î, i4)ii> i4)05, 5,58, 3,88, 2,58, 2,07, i,54, îjIi? 0,99, o,5o, et, 
finalement, quantité absolument inappréciable pour 100. Nous avons alors 
continué l'envoi de gaz carbonique pur et sec dans le récipient, de manière 
à élever la pression à 10*^™ environ, et constitué de la sorte une masse de 
gaz carbonique pur et sec. 

C'est cette masse que nous avons additionnée d'hydrogène, de manière à 
former un premier mélange qui a été analysé et étudié; après quoi, une 
nouvelle addition d'hydrogène nous a fourni le deuxième mélange , et les 
opérations se sont poursuivies dans le même ordre, la quantité d'hydro- 
gène allant constamment en croissant dans les mélanges successifs. Bien 
entendu, on avait soin, avant d'introduire l'hydrogène dans le récipient, de 
perdre 3 gazomètres, soit de ce gaz, soit de gaz carbonique, afin de balayer 
chaque fois, pour plus de sûreté, l'ensemble des appareils dessiccateurs et 
la pompe, des gazomètres au récipient à mélanges. 

Le gaz carbonique et l'hydrogène étaient préparés et purifiés, comme 
nous l'avons dit, dans les Chapitres précédents, à propos des mélanges de 
ces gaz avec l'air. Nous ajouterons seulement l'indication d'un dispositif 
destiné à éviter toute introduction de gaz étrangers : les deux appareils à 
hydrogène et gaz carbonique purs étaient placés à côté l'un de l'autre et 
reliés tous deux à un robinet en verre à trois voies, dont la troisième 
branche communiquait avec le tube en T alimentant les deux gazomètres, 
munis, nous le savons, de robinets, et communiquant encore tous deux, à 
l'aide d'un second tube en T, avec le système dessiccateur déjà décrit, 
mais qui était ici privé de l'éprouvette à potasse ajoutée lors de l'étude des 
mélanges d'air et d'hydrogène. Le robinet à trois voies permettait, sans 
toucher aux tubes de communication, de remplir les gazomètres de l'un ou 
Tautre gaz à volonté, et l'on pouvait en outre, comme toujours, grâce aux 
robinets des gazomètres, vider l'un pendant le remplissage de l'autre. 

L'analyse du mélange gazeux se faisait, sur la cuve à mercure, dans les 
mêmes conditions que pour les mélanges d'air et de gaz carbonique, en ab- 
sorbant ce dernier par la potasse ; l'hydrogène restait comme résidu. On 
avait, comme pour les autres mélanges, la précaution de reprendre les ana- 
lyses à titre de contrôle. 
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II. — Résultats expérimentaux. 



Pour toutes les expériences relatives aux mélanges de gaz carbonique et 
d'hydrogène, la division repère du volume V© a été 17*^™, o, et ce volume 

V . 

initial valait 3 16*^", 567; le volume final — était déterminé par la divi- 



2 



sion 70^™, o. 

On trouvera dans les Tableaux suivants, chacun d'eux étant affecté à un 
mélange, les résultats numériques fournis par les expériences, résultats qui 
sont représentés graphiquement sur la PL III, 
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Mélange n^ i, de gaz carbonique et d'hydrogène ( y^ d'hydrogène^. 
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UECIIERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÊLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. G.']5 
Mélange /*• 3 de gaz carbonique et d'hydrogène ( ^75^ d'hydrogène). 



N" 


TEMPE RA- 


PRESSION 


PRESSION 


TEMPÉRA- 


PRESSION 


TEMPÉRA- 






d'ordre 


TURE 


atmosphérique 


initiale 


TURE 


finale 


TURE 


DIFFÉRENCES 




des 


du 


à 0* 


p. 


du 


p. 


de 




OBSERVATIONS. 


expé- 


mélange 


et 


sous 


la colonne 


sous 


la colonne 


2P.-P.. 




rionccs. 


gazeux. 


niveau 0. 


volume 1. 


de mercure 


volume \. 


do mercure 




- 







cm 


cm 





rm 





rm 




! 


16,3 


7i,«99 


802,861 


«7,3 


i553,4io 


'7,6 


-+-52,312 




2 


16,4 


74, «y» 


797-17'^ 


«7,{ 


1343,946 


'7,8 


-4-50,998 




3 


16,5 


74,886 


789,644 


«7,< 


1529,411 


'7,9 


-^49,877 


_5- 


\ 


16, G 


74,886 


785,878 


'7,5 


I 522, 481 


'7,9 


-i- 49^275 




%3 


16,7 


74,880 


774,9>-9 


«7,6 


i5o2,256 


'7.9 


-+-47,602 


c 

Ji 

^ 


6 


16,8 


74.885 


757,99-^ 


'7,6 


1470,347 


18,0 


-^45,637 




7 


«6,7 


74,896 


702,828 


17,6 


1366,655 


'7,8 


-f-39,001 


K 


8 


16,7 


74,906 


691^534 


«7,6 


i35o,956 


'7,8 


-»-38,ii2 




9 


16,8 


74,9*>i 


681,6)9 


'7,6 


1326,795 


«7.8 


-+-36,523 




10 


16,8 


74,9"4 


6i6,o7J 


'7.6 


i2)9,55i 


18,1 


-+-32,599 




11 


'6,9 


7i,9«i 


591 , 122 


17,8 


1154,567 


18,1 


-4-27,677 


X 


là 


16,9 


74,9''^ 


539,042 


*7 17 


»o3i,779 


18,1 


-t-23,3o5 





13 


16,9 


7 1,92^ 


jo4,85i 


V w 


989,067 


18,1 


-+-20,635 


4» 


li 


i5,3 


75,-219 


489,811 


16,2 


960,091 


iG,G 


-i-19,531 





15 


|5,8 


75,2'^.8 


4>i,578 


16,5 


886,084' 


'6,9 


-,-17,072 


T3 

c 


16 


16,0 


75, 9.3 1 


fi5,ii8 


16,8 


8)4.419 


'7,« 


-4-15,877 


(0 

u 


17 


16, 1 


75,'>.39 


43i,4<î8 


16,8 


847,404 


'7,' 


^15,53* 


u. 


18 


.6,f, 


74,827 


386,837 


«7,9 


760,839 


'7,9 


-i 12,835 




19 


16,8 


7i,8v'.5 


377,894 


18,1 


743,384 


18,1 


-h 1 2 , 26 i 


0. 


20 


16,9 


74,833 


372,277 


18,1 


732, 65o 


18,1 


-h 11, 904 




21 


«6,9 


74,8^3 


362,608 


18,2 


713,722 


18,1 


-^-1 1,494 


^> 


22 


'6,5 


7i,63i 


344, 7'>^' 


18,1 


679,106 


18,1 


-hio,398 


'5! 


23 


.6,4 


74,63i 


32.5,926 


16, i 


642,736 
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2i 


16,5 
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16,9 
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362,125 
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214, 2Î9 
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75,296 


88,393 
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U. LALA. 



Mélange /<* 4 de gaz carbonique et d'hydrogène ( ^\'^^ d' hydrogène^ , 



d'ordre 
des 
expé- 
riences. 



i 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

y 
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11 
12 
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TEMPÉRA- 


PRESSION 


TURE 


atmosphérique 


du 


à 0» 


mélange 


et 


gazeux. 


,niveau 0. 


u 


cm 


«7,1 


75,435 


17 


, I 


75,435 


'7 


,3 


75,463 


17 


5 


75,450 


«7, 




75,44« 


I7i 


7 


75,449 


18, 


I 


75. 44'^- 


»7i 


8 


75,146 


18 


.8 


73,i3{ 


i9i 


I 


73,4 io 


•9. 


I 


75,430 


18. 


>5 


75,437 


«9i 


I 


73,430 


«9 
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75,4-29 


16, 


I 


73,694 


16, 


I 


73,694 


16 


A 


73,691 


16 


3 


75,692 


16, 


,5 


75,690 


16, 


6 


73.689 


16. 


,5 


75,690 


ij, 


8 


75,966 


16, 





7^,972 


16. 


I 


75,97» 


16 


.2 


75,980 


16, 


2 


75,980 


17, 


(0 


7>,97ï 


16 


.8 


75,97^ 


16, 


8 
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,^ 
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16 





75,389 


16 


(2 


75,387 


«6, 


3 


75,386 


16, 


>5 


75,383 


16. 


.6 


75,382 


17 


,0 


75,376 


»7 


, I 


75,375 


16 


,6 


75,667 


16 


,6 


73,603 


«7 


,0 


75,654 


«7 


,3 


75,65o 


17.3 
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17 •>. 


73,i53 


»7,> 


73,i5o 


«7 


> 


7J,4 )<) 



PRESSION 


initiale 


P 





sous 


volume I. 


cm 


^07 1 


, 3oi 


796, 


,83 i 


7«4 = 


.4/1 


768 


.33i 


700 


,796 


086 


,893 


637, 


896 


'^09 


.I7i 


588 


r^9" 


578 


.047 


539 


,967 


498, 


971 


465, 


lOi 


4*^9 


,383 


395 


,838 


375 


,i4o 


3O9 


,5/3 


3O7 


,321 


30 1 


, 1 22 


343 


,307 


321 , 


958 


319 


,o5o 


3i4 


, 563 


3o6 


,701 


296 


,79'3 


279 


,535 


273 


,541 


a58, 


322 


25 I , 


563 


237 


,9'-»7 


235. 


068 


226 


,733 


218 


,55i 


207 


,i«9 


202 


»9o3 


19» 


,i36 


i85 


,347 


i59 


,9«« 


143 


,3i3 


l32. 


,480 


1 26 . 


070 


H7 


,803 


108 


,<>93 


io3 


,732 


94 


,o3i 



TEMPÉRA- 


PRESSION 


TURE 


finale 


de 


p. 


la colonne 


sous 


de mercure 


volume \. 


u 


cm 


'9,o 


i568,i8o 


19,0 


1548,837 


•9,'^ 


1525,841 


19,4 


1495,832 


19,5 


1367,489 


19,5 


i3îo,9i2 


19,7 


1247, îoi 


19,6 


1173,08^ 


20 , 3 


I I 52 , 3oo 


20,4 


1132,374 


20 , \ 


1058,875 


20,0 


979, 6 ->6 


20,4 


9 ' 4 , '^02 


20,4 


8i4,038 


17,0 


779 , >o7 


17,0 


739,238 


17,2 


7-^»,>-47 


'7/^ 


723,953 


17,3 


711,953 




677, 3Î5 


16,5 


635,853 


11, 8 


63o,227 


16,0 


62 1 , 576 


iG,i 


O06 , 1 98 


lO,;, 


586,837 


i6,ï 


553,261 


17,0 


5 1 I , 562 


i(i,8 


511,782 


10,8 


498,555 


i5,8 


471, «37 


16,0 


460,335 


1 6 , 2 


449,940 


16,3 


433,887 


iO,5 


4 ••,543 


16,6 


403,192 


17,0 


38o,o33 


»7i> 


368,697 


16,6 


3i8,3io 


16,6 


285,371 


17. « 


263,871 


17/^ 


2)1 , 1 )7 


'7^3 


23i,80«i 
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•7/3 


2oO,HOo 
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2P 


o-P.. 
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cm 
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— f- i 


|6,422 


20 , 2 


-H4.i,«3i 1 


20 , 3 


~X- 


i3,io4 


20 , 4 


-»-. 


il, 236 


20 , 5 


-f-34,io3 


20 , 5 


-h. 


Î2,848 


20 , 5 


-f-28,391 


20,5 


— 25,204 


21 ,0 


-t-24,480 


21,1 


, 1 • 


a3,720 


21,1 


-I-2I ,059 


20,8 


4- 


i8,3i6 


21 ,0 


4-l6,l20 


2 1 ,0 


-h 


14,128 


'7,1 


-^- 12,169 


17,0 


H-II ,042 


17,2 


-^io,799 


»7,'^ 


-Mo,089 


17.3 


; 


10,291 


17,4 


-h 


9,'^69 


•7,3 


-*- 


8,o63 


•7," 


-r- 


7,^73 


»7,' 


-»- 


7,55o 


17,2 


-f- 


7,204 


17,2 


-h 


6,749 


17,2 


-\- 


5,809 


17,6 


-t- 


5 , 5 20 


17,5 


-+- 


4,862 


17,5 


-4- 


4,571 


17,4 


-h 


4,017 


17,5 


-h 


3,801 


r / 

17,5 


-i- 


3 , 566 


>7,9 


* 


3 , 2 1 5 


18,0 


_i_ 


2,835 


18,1 


-+- 


2,6l4 


18,3 


-+- 


2,239 


18,5 


-H 


ï,997 


18,1 


-i- 


1 ,652 


17,4 


-+- 


1 ,255 


17,0 


-h 


1,089 


17,3 


H- 


0,983 


•7,3 


-+- 


0,866 


17,2 


-h 


0,739 


•7,3 


-+- 


0,604 


17,5 


-+- 


0,373 
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RECHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÉLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. G. 77 
Mélange /i* ^ de gaz carbonique et d'hjrdrogène ( *t^ô 0' d'hjrdrogène). 




1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

ir> 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
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23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
3i 

a^s 

36 
37 
38 
39 



TEMPE- 
RATURE 

du 
mélange 
gazeux. 



8 
8 
8 
8 

9 

9 

9 
8 

9 

9 
•20 

20 



8 

6 
6 

8 

9 

8 

o 
I 

o 
I 
I 
3 
1 

4 
6 

6 

8 

6 

6 

8 

o 

7 
o 

9 
5 

4 
I 

5 
5 

9 

mm 
/ 

O 

5 
8 
o 
5 
o 
1 



PRESSrON 


PRESSION 


atmosphérique 


initiale 


à 0» 


Pa 


et 


SOUS 


niveau 0. 


volume I, 


COI 


cm 


74,553 


8g'.7 , 352 


74,564 


8o3,iq3 


74 , 565 


780,653 


74,565 


728,672 


74,563 


715,394 


74,571 


671,625 


74,572 


632 , 309 


74 , 570 


618,874 


74 1 569 


611,947 


74,570 


601,474 


74 , 569 


578,335 


74,578 


54'2,4ii 


74,576 


523, 4f5 


74,967 


479,999 


74,974 


448,984 


74 ,97^ 


445,506 


74,972 


425,629 


74,979 


388, 068 


74,98» 


367,644 


74,972 


327,800 


74,979 


303,899 


74,975 


288,787 


74,979 


281,393 


74,975 


264,669 


74,967 


25i ,5ii 


74,960 


229,4'63 


74,9«6 


218,309 


74,917 


214,279 


74, 9» 2 


209,966 


74,9«2 


199,627 


74,907 


191,942 


74,898 


189,143 


74,901 


175,774 


74,900 


162,188 


74,908 


i56,5o7 


74,906 


1 5o , 23o 


74,900 


133,141 


74,89i 


127,994 


74,893 


107,403 



TEMPE- 
RATURE 

de 
la colonne 
de mercure 



o 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 

9 
9 
9 
9 
9 

9 

8 

8 

9 
8 

9 
8 

9 

7 
8 

8 

8 

8 

9 
9 

9 

8 

9 

9 
20 

20 



o 
o 
o 
o 
I 

2 
2 

3 

f 
4 

4 

4 

6 
2 

4 

5 

mm 
/ 

6 
6 
8 
o 

o 

9 
5 

4 
i 

5 
9 

mm 
/ 

O 

8 
o 
5 
o 



PRESSION 

finale 

p. 

sous 
volume \. 



cm 

1616,942 

l570 



v 
i527 

1427 
1402 

i3i7 

1241 

|2l5 

1202 

1182 

1 137 

1068 

io3i 

946 

886 

880 

84 I 

767 

727 

649 
602 

572 

558 

525 

499 
456 

434 
426 
417 

397 

382 

376 
35o 
323 

3l2 

299 

265 
255 
214 



696 
5o5 
688 
U28 
766 
876 

939 
514 
319 

614 
072 
292 
963 

789 
064 

447 
842 

836 

574 
802 

964 
383 
525 
802 
309 
159 
245 

741 
386 

091 
6 — 
i5i 

214 
021 
655 
60 1 
395 
328 



TEMPÉ- 






RATURE 


DIFFÉRENCES 


de 






la colonne 


aP 


_ p 
* f 


de mercure 











cm 


21 ,0 


-h37,762 


21 ,3 


-h 


35,690 


21,3 


-+-33,801 


21,5 


-h29,656 


21,5 


1 


28 , 760 


21,6 


-+-25,484 


2 1 , 2 


-+-22,742 


21,3 


-1-2 1 , 809 


21,3 


-i-2i,38o 


21,^ 


1 


20,629 


21 ,5 


-+-i9,o56 


?.i,5 


-r- 


16,750 


21 ,6 


-+-15,538 


20 , 1 


-+-i3,o35 


20, 1 


-^11,179 


20,2 


-f- 


10,948 


20,3 


-+- 


9,8n 


19,7 


-f- 


8,294 


19,7 


-H 


7,452 


19,8 


-f- 


6,026 


20,0 


-+- 


4,996 


20 , 2 


-h 


4,610 


20,0 


-h 


4,4o3 


20, 1 


H- 


3,8i3 


20, 1 


-+- 


3,220 


20,5 


-r- 


2,617 


■9,4 


-4- 


2,459 


20,0 


-+- 


2,3i3 


20,1 


-+- 


2,171 


20,2 


-f- 


1,868 


20,6 




1 , 793 


21 ,0 


-h 


1,609 


20,8 


-H 


1,397 


21,2 


-H 


1 , 1 62 


20,8 


-+- 


0,993 


20,9 


-h 


o,8o5 


19,5 


-f- 


0,681 


20,0 


-+- 


0,593 


20, 1 


-+- 


0,478 



OBSERVATIONS. 


4) 




""" 














c; 




3 




cr 




9J 


• 


•0 


9 


C 


O- 


ce 




b 


C 


M) 







JQ 


m 


u 


3 


CQ 


0. 


U 




N 


•« 


es 


*j 


W 


^i^ 




M 


S 




"T3 


(A 




tn 




V 




u 




Cu 




S 














t 




TrtTcne droite CO* 


poar P, 


= .106 enT. 


1 







û 


mmm 




c; 





u 


u 


u 


es 


u 


kpi* 


*<i 


« 


c 


0^ 

■a 


c 









t.« 




0. 
S 


ce 










•>> 



.-, 


a> 


*j 


m0 


'JIZ 




ja 


B 


• ^M 


C 


en 

(A 
U 


.0 

U 

<e 


0. 





E 




N 

ce 


y 


9 




•c 



G.78 



U. LALA. 



Mélange n" 6 de gnz carbonique et d'hydrogène {/-^^ d'hydrogène^ 



N" 


TEMPÉ- 


d 'ordre 


RATURE 


des 


du 


expé- 


mélange 


riences. 


gazeux. 







! 


21 ,6 


2 


21,2 


a 


21,4 


4 


21,7 


r> 


21,3 


6 


21,1 


7 


•io,9 


8 


•J^o,9 


9 


20,6 


10 


20,6 


11 


20,8 


12 


•20,9 


13 


20,9 


14 


20,8 


15 


20,9 


16 


20,8 


17 


21,1 


18 


21 ,2 


19 


18,9 


20 


18,9 


21 


19)^ 


22 


»9,5 


23 


'9,^ 


24 


19,7 


25 


19,6 


26 


20 , 2 


27 


20,0 


28 


19,8 


29 


20,3 


30 


20, 1 


31 


20, 1 


32 


•9,9 


33 


20,0 


34 


20, 1 


35 


20,0 


36 


20, 1 


37 


20,5 


38 


20,9 


39 


20,7 


40 


21,5 


41 


20,7 


42 


21 ,0 


43 


21, r 


44 


21 ,5 



PRESSION 


atmosphérique 


à 


00 


et 


niveau 0. 


cm 


-4 


^767 


74 


,77a 


74 


.779 


74 


.776 


/4 


,790 


74 


,802 


74 


,825 


74 


,844 


-4 


,847 


74, 


867 




,86) 


74 


874 


71, 


,884 


74 


,885 


74 


,884 


74 


,885 


74 


,882 


74 


,881 


73 


,263 


75 


,263 


7> 


»259 


7^ 


257 


75 


,266 


75. 


264 


75. 


,275 


75] 


,258 


75 


,260 


74. 


9^7 


74, 


9^1 


74, 


943 


74 


.952 


74, 


964 


_ / 

74 


,97"i 


74 


,972 


74, 


963 


74, 


9J2 




947 


74 


923 


_ / 

/4i 


906 


74. 


896 


74. 


906 


74, 


902 


74, 


901 


74. 


,886 



PRESSION 

initiale 

Pc 

sous 
volume I. 



cm 
818,695 



806 

796 
753 
705 
687 

G74 
640 
601 
590 
567 

^>49 
5i5 

5 06 

494 
482 

438 

427 

390 

379 
371 
368 
356 
336 
320 
307 
298 
283 
273 
258 
245 
233 
229 

225 

214 
2o3 
190 
178 
161 

i53 

148 

123 

114 
io5 



12J 

456 

745 
583 

417 

166 

788 

572 

49"^- 
700 

468 

9'U 
611 

8o5 
832 
233 
35o 
057 
064 
608 
281 
4i5 
706 

141 
roi 
540 

223 

124 

934 
960 

338 

79'^ 
546 

256 
952 
295 
758 
176 
934 
897 
099 

499 
742 



TEMPÉ- 


RATURE 


de 


la colonne 


de mercure 





22,6 


22,2 


22 , 5 


22,6 


22,4 


22 , 3 


22 , 2 


22,3 


22,2 


22,2 


22,2 


22,4 


22,4 


22 , 4 


22 , :> 


22 , 5 


22,6 


22,6 


21,0 


^«,9 


21,2 


2 I , 2 


21,3 


21 ,4 


i9>6 


20,2 


20,0 


«9,8 


20 , 3 


20, 1 


20, 1 


«9,9 


20,0 


20 , 1 


20,0 


20, 1 


20,5 


20,9 


20,7 


21,5 


20,7 


21 ,0 


21 ,1 


21,5 



PRESSION 


TEMPÉ- 


finale 


RATURE 


p. 


de 


sous 


la colonne 


volume \. 


de mercure 


cm 





1609,486 


23,4 


i585,74i 


23,0 


1567,257 


23,7 


1485,095 


23,2 


1392,064 


23,2 


1 3 56 , 809 


23, l 


i33i ,002 


23,2 


1265,978 


23,1 


1189,457 


23, 


n67,779 


23,1 


1123,193 


23,1 


1087,473 


23,2 


ia2i,866 . 


23,3 


ioo3,6ii 


23,2 


980,489 


23,3 


957,0*8 


23,3 


869,457 


^3,4 


847,99» 


23,4 


77'», 374 


20,8 


752,764 


20,9 


738, 2o3 


21,2 


731,593 


21,3 


708,218 


21,4 


669,289 


21,4 


636,669 


•>.i,4 


610, 8oi 


21,8 


593,895 


21 ,7 


563 , 565 


21 ,4 


543,557 


22 , 


5i5,475 


21,7 


489,61)9 


21 ,7 


404,^)71 


21 ,6 


457,598 


21,7 


449»236 


21,8 


426,851 


21,7 


406,897 


21,8 


379/393 


22, I 


356,582 


22,3 


321 ,640 


22 , 2 


307 , 260 


22,7 


297,227 


22.3 


245,839 


21 ,0 


228,730 


21 , I 


211,294 


21,5 



DIFFERENCES 



P. - P.. 



cm 



-f-27 
-+-26 
-4-25 
22 

19 
18 

«7 

i5 

i3 
i3 
12 
11 
10 

9 

9 
8 

/ 

6 
5 
5 
5 

4 
4 
4 
3 
3 
3 
2 
2 
2 
2 
2 
1 
I 
1 
I 
i 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 



904 

5o9 
655 
391 
102 
021 
33o 
598 
687 
2o5 
207 
463 
002 
611 
121 
646 
009 

709 
740 

364 
oi3 

969 
612 

123 

6i3 
398 
i85 
881 
691 
393 
22 1 
oo5 
986 
856 
661 
507 

197 
934 
712 

608 
567 
359 
268 
190 



OBSERVATIONS. 



o; 




• 


bc 







e 




3 


CB 




CT 


•« 




c 


g 




c 


- S 

•0 


2 

s 



jS 


♦Oï 


• ^a 




*J 


U 


14 




0. 


CB 


A 


3 




(A 


M 


3 


U 







0. 
E 









t 


-« 


iDlersertion arec 


la droite CD* 


pour Po 


— ^ , 


168 enT. 



I 
d 



es 



"3 

- c 

« Z 
en ifiï 

O O 
« — 

V es 

bc — 
C •^ 
es v 

*a> o; 

E g. 
^ I 

>o «A 
■- u 
'55 

«A 
V 

U 

a. 

C 

c 



HECHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR l'ÉLASTICITÉ DES MÉLANGES GAZEUX. G. 79 



Mélange /i* 7 de gaz cftrbonique et d'hydrogène (^f^ d'hjdrogène). 



d 'ordre I ture 
des 1 du 

expé- I mélange 
gazeux. 



rienccs. 



\ 

2 
3 
4 
5 

6 

7 

8 

\^ 
10 
it 

13 
14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

2:) 

2i 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

3î 

33 

3i 

3"> 

36 

37 

38 

39 

40 



17 
18 

18 

18 

18 

18 
18 
8 
8 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 
20 

•20 

9.0 

xo 

18 

18 

«9 
«9 



9 
I 

2 

4 
6 

9 

7 
8 

8 

I 

o 

I 

•1 

1 

2 

4 
2 

3 

4 

4 
2 

2 
4 

6 
i 
5 

> 

6 

y 
6 

7 

9 
2 

3 

2 

1 

9 

9 
I 

3 



PRESSION 

atmosphérique 

à o" 

et 

niveau o. 



cm 
75,483 



75 

75 

75 
75 
75 
75 

7^ 
75 






75 
75 

75 
75 
75 

73 



/ ' 
75 

7^ 
7^ 
7^ 
7^ 

75 

75 

7J 
7^ 
7^> 
75 
75 
"5 

7^ 

7> 



"5 
75 



48i 
480 

477 

485 

471 

483 

482 
482 

479 
4 80 

479 
468 

469 

488 

485 

488 

49O 
0'5o 
060 
072 
072 
070 
o58 

f>49 
0^8 
039 
058 
o->7 
o>8 
057 
064 

OJI 

o^o 
o5i 
062 
412 
412 
400 

397 



PRESSION 

initiale 

p. 

sous 
volume I. 



cm 
786,999 

774 
767 
762 
7îi 
722 
678 
668 

049 
635 

618 

582 

570 

507 
533 



:)oo 

487 
459 
43i 

419 
392 

388 

375 

362 

31 1 
307 

994 
284 

278 

262 

257 

241 

229 

209 

«99 
i83 

i65 

I >') 

126 

ii3 



409 
734 
629 
145 
292 
187 

4l2 
// J 

53o 
639 
559 
958 

964 
953 

799 
i3o 

944 
978 
455 
170 
389 

484 
076 

825 
48r 
267 
723 
o58 
275 
176 

218 

779 

881 

206 
726 
689 
871 
888 
267 



TEMPERA- 
TURE 

de 
la colonne 
de mercure 



8 
8 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 
20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

19 

«9 

19 

19 

«9 

19 

«9 
20 

20 

20 

20 

18 
18 

19 
«9 



9 
2 

6 

6 

9 
/ 
9 
9 
o 

o 

I 

2 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
1 

o 

I 
2 

3 
3 
5 

m 

*) 

6 

6 

• 

9 
2 

3 

2 

I 

9 

9 
1 

3 



PRESSION 

finale 
P. 



sous 
volume 



I* 



i555 
i53i 
i5i8 
i5o8 
1490 
14 3o 
1343 
i32i 
1287 
1259 
1226 
ii55 
ii33 
1 107 
1060 

99^ 
968 

9»4 

839 
834 

780 

773 

747 
721 

680 

612 

586 

567 

554 

522 
5l2 
481 

458 
418 

397 
366 

33o 

3ii 

253 

226 



cm 



TEMPERA- 
TURE 

de 
la colonne 
de mercure 



,707 


18, 


,5o6 


«9» 


,540 


«9, 


,710 


ï9, 


,3io 


19, 


,o'|2 


'9, 


^ ^ ^ 

7^^4 


«9, 


,426 


ï9i 


,808 


20, 


,761 


20, 


,662 


20, 


,874 


20, 


,228 


20, 


,720 


20, 


,565 


20, 


,3o6 


20, 


,453 


20, 


w«5 


20, 


,376 


20, 


,609 


20, 


,653 


20, 


,188 


20, 


,7»7 


20, 


,074 


20, 


,820 


20, 


,604 


20, 


,328 


20, 


,387 


20, 


,i85 


20, 


,782 


20, 


.691 


20, 


,o38 


20, 


,22'> 


21, 


,678 


21 , 


^1^ 


2! , 


,65î 


21 , 


,776 


20, 


, 3o4 


20, 


, 564 


»97 


,316 


«9, 



8 
I 

4 

5 
6 
6 

7 
I 

2 

1 

2 

3 

2 

4 
5 

4 
4 
8 
6 
i 
I 
2 
3 

4 

5 
6 
6 

7 
6 

8 
o 
o 
o 
o 

2 
2 
l 



DIFFERENCES 



>P.-H,- 



cm 
18,291 



17 



16 
16 
i5 

14 
12 
12 
II 
II 
10 

9 

-+- 8 

-f- 8 

6 
5 
J 

4 

4 

3 

3 

3 

3 

2 

2 

2 

2 

I 

1 

I 

I 

I 

I 

o 

o 

o 

o 

o 

o 



H" 



3l2 

928 
548 
980 

54'2 

820 

458 

74 -2 

•^99 
616 

•244 
688 

ao8 

341 
292 
807 

173 
58o 
3oi 
687 
590 

25 i 

078 
83o 
358 
106 
0)9 

93» 

768 

661 
398 
333 

084 
988 

798 
602 

438 

212 

188 



OBSERVATIONS. 






8 3 «OU 

O U 



t 



A P« = 6i;,5 eiiTiroii, 
traTerse droite CO*. 



"1 



u 




u 




CJ 




u 




c 





u 


«J 







V 


• mm 


u 


U 


• ■■ 


es 




S 


•0 




>4) 


V 


S 


TS 


u 


■ mm 


V 


C 


»J 


^'^ 


e 




■ p^ 






^^m 


Cl 


mJ 


60 


V 


e 




09 


a 




s 


•4) 

S 


cr 




e 


3 





•0 


b 




n 
u 


' — ^ 


M 


^ 


C3 


ja 


tCi 


• mm 




tfl 


3 


V 


•C 


u 




o. 




E 









CJ 





G.8o 



U. LALA. 



Mélange n" 8 de gaz carbonique et d^hjdrogène (J~^ d'hydro;^ène). 



d'ordre 
des 
expé- 
riences. 



2 



6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

li 

iri 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
2i 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
3i 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 



TEMPERA- 
TURE 

du 
mélange 
gazeux. 



«9 

19 

«9 

«9 
20 

20 

20 

30 

8 
8 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 
20 

20 

8 
8 
8 
8 
8 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 

8 

9 
9 



6 
6 

9 
o 

o 

o 

2 

5 

8 
o 
2 
2 

2 



4 

7 

3 

/ 

8 
2 



4 
I 

6 
6 

9 
3 

5 

7 

4 

7 
5 

5 

'J 

8 
6 

6 

^» 

3 

7 
o 

2 



PRESSION 

atmosphérique 

et 

à G» 

niveau o. 



rm 

75,i65 
156 

»47 
143 

142 

i4'^ 

l32 

1 10 
209 
195 

223 

23 1 

23 I 
23 1 

238 
238 

254 
2 '56 



7^ 
75 
75 
75 
7'5 
/-' 

73 



7'> 
75 

75 

75 

7^ 
-5 

75 
75 

75 

75 



75 

75 

75 
75 

75 

75 

75 

75 
-5 

75 
75 
-5 

»£ 
/^ 

75 
75 

75 
75 

75 



254 
253 

Mo 
25o 

»9i 
195 

189 

189 

i8'5 

161 

i58 

146 

021 

028 

o3o 

o3o 

o3o 

016 

018 

018 

017 

061 

118 

io4 

102 



PRESSION 

initiale 

p, 

sous 
volume I. 



rm 
791,428 
591 
178 

588 
5o3 



733 
725 
716 
700 

"// 
670 

652 

614 
60 5 

599 

579 
563 

538 

53o 

527 

5 12 

49' 
4 52 

4 38 

M 
393 
384 
367 
359 
337 
3o« 

^99 
2«4 

270 

258 

253 

245 

233 

225 

20 5 
200 

189 
181 

157 

l32 

119 

u4 



524 
019 
3'|3 

544 

19» 
601 

4 il 
i85 
i5i 
66 1 

191 
280 

990 
6o3 

873 

100 

62 1 

102 

389 

889 

112 

841 

872 

532 

282 

o5i 

i33 

256 

507 
55c) 
807 
075 
9i3 
369 
875 
061 
264 
246 



TEMPERA- 
TURE 

de 
la colonne 
de mercure 



o 



20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 
21 

'9 

«9 

19 
20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

20 

9 
9 
9 

9 

8 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
8 

9 
9 



6 
6 
5 

7 

^» 

7 

o 

6 

"^ 

8 
o 
o 
o 
I 

2 

5 

3 
6 
5 

6 
8 
6 
4 

8 

9 
3 

5 

/ 

4 

5 
5 

5 
8 
6 
6 

/ 
3 

7 
o 

2 



PRESSION 

finale 

p. 

sous 
volume \. 



568 
455 
439 
422 
390 
345 
33o 
296 
22 1 

203 

192 

l52 

120 
070 
o55 

049 
019 

979 
901 

873 

84-1 

783 

765 

7 il 

/ * / 
671 

6i5 

597 
567 

539 

5i4 
5o4 

489 
465 

45o 

4io 

'^99 

379 
362 

3i5 

263 

238 
228 



cm 
823 
708 
229 
395 
818 

638 
880 
o54 
5o4 
068 

oo4 
227 

i84 

698 

9'i« 
010 

433 

098 

oi4 

874 
5 12 

949 
1 26 

975 
091 
835 
656 
842 
3o8 
Ii3 
7i3 

9^)5 
255 

916 

119 

812 

354 
190 

i4o 

36 1 

9»4 
353 
36o 



TEMPÉRA- 








TURE 


DIFFÉRENCES 




de 






OBSERVATIONS. 


la colonne 


ar 


» p 

* r 




de mercure 













em 




21,2 


-hi4,o33 


Comp.sup.à4*elleCO< 


21,4 


-+-11,474 


Pour P, = -^^ eBTîr 
traterM droiu CO*. 


21,2 
21,4 


-4- Il , 127 

-+-10,781 




\ 


21,4 


-hio,i88 


21,5 


H- 


9,4lO 
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19.4 


- 0,487 






1 


32 


«9,2 


74,9«4 


239,145 


«9,2 


478,729 


«9,6 


- 0,439 




i 


33 


«9,2 


74,9'M 


225,429 


«9,2 


45 1 ,2o3 


«9,5 


— 0,345 


1 


t >,^ 


3i 


«9,2 


74,934 


2«7,729 


«9,2 


435, 77« 


«9,4 


— o,3i3 






33 


«9,3 


74,94a 


2o3,4o8 


«9,3 


407,055 


«9,4 


— 0,239 


s 


■•5"" i 


36 


«9,6 


74,949 


187,064 


«9,6 


374,334 


«9.8 


— 0,208 




E T3 fl 


37 


«9,4 


74,95« 


170,751 


«9,4 


341,698 


«9,7 


— 0,196 




^ V ^ 


38 


18,2 


75,006 


163,899 


18,2 


327,973 


«9,0 


— 0,175 


le 


.£=S " « 


39 


18,2 


75,006 


150,899 


18,2 


301,959 


18,7 


— 0,161 


(A 


U V «ii 


40 


«8,4 


75,014 


128,372 


«8,4 


256,884 


18,4 


— o,i4o 




41 


18,8 


75,008 


124, 3i5 


18,5 


248,765 


18,8 


— o,i35 


►■■• 

S 


c ** c8 


42 


18,8 


75,008 


I 1 1 ,952 


18,8 


224 ,o33 


18,8 


— 0,129 


c 
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Mélange /i* \^ de gaz carbonique et d'hydrogène ( '*' ^^ d'hydrogène). 



d'ordre 
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H. 


et 


SOUS 
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volume I. 


cm 


CB 
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t>7"i.78r» 


7>,ï7> 
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7">,'<*>9 
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7>''7i 


'>9«''7i 
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jr»7.rK>> 


7"»^»78 


Vi"),8i") 


7">,»7i 


3 7 7, 08 j 


73. 17^ 


k»..<)<Vî 
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/i8i. >.>r> 


7 3.«Wi7 


r>i.'ir) 


Z'y.m'^ 


',is,sor» 


7>.r>7> 


il >, >îC> 


7>.^7i 


i8S.ou) 


7 >.»»4)-;> 


\-:\.'*^>. 
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316.9 >> 


7).<W) 


3o i , -o^l^ 




^9»'4<'>9 


7'>.(i7i 


J^S'i.îoi 


7Î.r»7^? 


7r»7,v,». 


7'>,67o 


7'»ri.v->3 


75.671 


^57. ♦373 


7>.f>V<) 


>>.\.\\-: 


7Î,f/>«) 


^^> 1^7 


7>,6ft> 


\(J>.,'>.0\ 


7->,fi*>) 


i77.«^^>< 


7>,8o8 


171 ,6l>6 


75,807 


i5o.9i8 


75, ^>> 


f >i,f»ir» 


75,806 


iri.^7> 


75, 8«» 


1/4.8^6 


7^,799 


iiH.o7r» 


7^>799 


io8,5i5 



"7,5 

iB,o 

"*,o J 7^>7 



TEMPÉRA- 


PRESSION 


TURE 


finale 


de 


p. 


lacoloniie 


sous 


denienrure 


volume \, 





cm 


18.8 


lon.oiî 


18,7 


Hk)i,82i 


18,5 


1359,894 


18. Jt 


1 >îo.o>>4 


18. '♦ 


|-ir;!.q>3 


18.7 


i'i63,438 


i8,r> 


1428, 3 io 


»8.7 


i3->7,i63 


18.9 


i>8s.45r» 


19,1 


1/38.1 II 


19.3 


1193.38 3 


19, » 


1139,8 u 


18,9 


1073.968 


19. i 


10 39.630 


19.^ 


I04H).877 


•9^i 


9*»i»,277 


18. > 


9«>J.7i^ 


18,1 


840,423 


18, i 


8:>7,>i3 


18,3 


— — V2 ^ '! — 


18, i 


7 i 3 . io9 


18. i 


7>9,368 


18,') 


7^>i-937 


18, i 


633. »i9 


18. '♦ 


608,393 


18. r> 


389,933 


18.8 


5tH).784 


18.7 


33 3, 3 ',2 


18.9 


493,030 


18,8 


I7>'8>4 


19,0 


4i9,3oo 


19.0 


4u).J^^ 


19.3 


38i,773 


19.^ 


333, 38 > 


17, i 


343,621 


17.4 


3-20.I 1-2 


17 <3 


3o3 , 363 


>7r3 


:3^88, 793 


>7.9 


•2'|C),8r>o 


18,0 


•236,328 


18,0 


•ii7 443 



TEMPER.I- 










TURE 


DIFFÉRENCES 






de 






OBSERVATIONS. 


la colonne 


2 P.- P.. 




• 


de mercure 















CB 






18,8 


— 


6,85o 






18,4 




6^699 






18. •> 


— 


6,4«3o 




j> 


18.0 


— 


6,408 




"« 



18,7 




6,289 




a 


18.5 


— 


6,104 




s 


18.4 




3,966 






18,3 




3.391 




• ^m 


18.8 




5 , 3 1-2 






C 


19' 




'3.o'i9 






19,2 


— 


4.8',3 




~ C 


«9» 


— 


4.617 




^ 


18.9 




4.338 




C 2 


19. i 


— 


4,'J>8o 




J2 >» 


19. i 


— 


'^'9'«9 




s — 


19.4 


— 


3,623 




^ ^ 

^ «w 


18,4 




3,2 23 




'm^ 


18,3 


— 


•2,811 






18;', 


— 


2,703 






18.3 


— 


•^ î ^î)9 




*5! 


18.4 


— 


-i,i43 




^ 


18,3 


— 


1.998 




e" 


18.3 




1,761 







18.8 




1,339 




CJ 


18,8 




1,173 






19,0 


— 


I ,oi3 




t 


19,2 




0,974 






19. 1 


— 


o,638 


Pour P= a6o enf. 
rottp« droite de TH. 


19. -2 


— 


o,37.i 




1 


19' 


— 


o,484 




19. i 


— 


0,406 




V 


19. i 


— 


, 394 




.2 '« « 


19,3 





, 3(>7 




g- 2 


19,6 
18, i 
18,3 




, 3o6 
0,289 
0,276 


'tfi 


S T= -g 


18.6 


— 


0,273 


Cm 


(8 v -r 


18,3 
«7.9 


_ 


0,249 
o,-2o8 


E 




S S « 


18,0 




0,176 




Su-.* 


18,0 


~ 


o,i53 
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III. — Résumé de l'étude des mélanges de gaz carbonique 

ET d'hydrogène {PL III). 

Les Tableaux qui précèdent nous fournissent les courbes de la PL III 
et nous conduisent à formuler les conclusions suivantes : 

Pour des mélanges de gaz carbonique et d'hydrogène, dans lesquels la 
quantité de ce dernier gaz a varié de 7,^1 a 80, ^|0 pour 100, la pression ini- 
tiale sous volume i ayant été comprise entre 80^'", 323 de mercure comme 
limite inférieure et 827*^^,352 comme limite supérieure, nous remarquons, 
en premier lieu, que, pour des pressions initiales suffisamment grandes, la 
présence de Thydrogène rend la compressibilité du mélange plus grande 
que celle du gaz carbonique si l'hydrogène est en moindre quantité, ou 
plus petite que celle de Thydrogène si ce gaz est en proportion considé- 
rable. 

Quelles que soient, d'ailleurs, les proportions des deux gaz mélangés, 
pour des pressions initiales faibles et moyennes dont la limite varie avec la 
composition du mélange, la coinpressibiUté du mélange est toujours inter- 
médiaire entre celles des deux gaz constituants : hydrogène et gaz carbo- 
nique; maisctîtte compressibilité s'écarte de la loi de Mariotte, soit dans le 
même sens que le gaz carbonique, soit dans le même sens (pie Thydrogène, 
celui-ci de signe contraire au précédent, suivant la quantité d'hydrogène 
que renferme le mélange. 

Dans les limites, signalées plus haut, de nos expériences, lorsque la 
quantité d'hydrogène mélangée avec le gaz carbonicpie va en augmenlanl 
jusqu'à 52 pour 100 environ, la compressibilité du mélange est d'abord 
intermédiaire entre celles des deux gaz carbonique et hydrogène, mais elle 
s'écarte de la loi de Mariotte dans le même sens (jue l'acide carbonique, 
c'est-à-dire que cette compressibilité est comprise entre la loi de Mariotte 
et la compressibilité du gaz carbonique. Ce fait se maintient pour des va- 
leurs de la pression initiale qui augmentent en même tem[)s (pie la quan- 
tité d'hydrogène. C'est ainsi, en cfTet, que les pressions initiales au-dessous 
desquelles on peut constater cette compressibilité intermédiaire entre celle 
du gaz carbonique et la loi de Mariotte, et s'écartant d'autant moins vite 
de cette loi que l'hydrogène est en proportion plus grande, sont, très sen- 
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PiiiH, pour rliijr{iif* mrlangc, Hi Ton fait croître la pression initiale au- 
fK'HHUM rlf* la val'Mjr limiU; correspondante, signalée dans Ténumêi^ation 
pr/îrAliînte, la conipreHsibilité du mélange, qui croit avec la pression ini- 
liale, rlépaHHe ce||r» du gaz carbonique et devient plus grande; mais Técart 
<*Hl craulant inoiris considérable que la quantité d'hydrogène est plus forte. 

Si la proportion criiydrogéne dans le mélange, continuant à s'élever, 
varie* dcî Vi /i O2 pour 100 environ, nous constatons, dans toutes nos expé- 
ripiM!eH, {\\\i* cornpressibilité pour les mélanges intermédiaire entre celles 
d(* riiydrogrn<* et du gaz carbonicpie, mais s'écartant de la loi de Mariotte, 
dauH le MM^rne H(»nH (pie le gaz carbonique, de sorte que le mélange est plus 
ronipresnihle (pie ne le voudrait la loi. L'écart relatif à cette loi augmente, 
main Uvk I(înt<»ment, avec la pression initiale, et diminue avec l'addition 
d'hydrogène. I/étu<I(î d(îs d(»ux mélang(î8, contenant respectivement 5G,6G 
«M ()!,()() pour 100 d'hy(lrog('»ne, met tr('s nettement ces faits en évidence. 
Nous pouvons, en outre, constater que ce dernier mélange suit très sensi- 
blement la loi de Mariolle pour d(î8 pressions initiales inférieures à 233*^", 
(*t s'érarle fort peu de (M>tle loi lant (pie la pression initiale ne dépasse pas 
()8o^'*"; au delà, l'écart, par rapj)ort à la loi, s'accentue plus rapidement. 

Si, maintenant, on (*ontinue à faire croître dans le mélange la propor- 
tion iriiydrogène, nous retrouvcms des faits inverses de ceux du début : 
pour des pressions initiah^s relativement petites, la compressibilité du mé- 
langt* est d'abord intermédiaire entre celles du gaz carbonique et de l'hy- 
drogène; nuiis il y a eu changement de signe, de sorte que le mélange est 
moins (Compressible (pie ne le voudrait la loi de Mariotte et que sa com- 
pressibilité est comprise entre cette loi et la compressibilité de l'hydrogène. 
Le fait se maintient jusiprÀ une valeur de la pression initiale d'autant plus 
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petite que la quantité dliydrogène est plus grande; cette valeur est effecti- 
vement 280*^'" de mercure pour le mélange à 72,82 pour 100 d'hydrogène 
et 2()opour celui à 80, ^o» 

Si la pression initiale sous volume i dépasse ces valeurs, la compressi- 
hilité, dans chaque mélange, continue à garder son signe par rapport à la 
loi de Mariotle, mais le mélange non seulement est moins compressible que 
ne l'exigerait cette loi, mais encore moins compressible (jue l'hydrogène 
lui-même et l'écart s'accentue avec l'augmentation de pression initiale. 

Un mélange d'hydrogène et de gaz carbonicjuene se comporte donc pas, 
ainsi que Tavait d'ailleurs prévu M. Duhem (*), comme un mélange d'air 
et de gaz carboni(jue. 



(*) DuiiEM. Sur la liquéfaction de l'acide carbonique en présence de l'air {Journal 
de Physique, jl" série, t. VH, p. r5« à 168; 1888). 



G. 88 U. LALA. 



CHAPITRE V. 

CONSIDÉRATIONS THÉORIQUES («)■ 



I. — Rappel de formules connues. 

L'hypothèse de Daniel Bernoulli consiste, on le sait, à admettre que les 
^az sont constitues par un grand nombre de molécules, toutes animées de 
rapides mouvements de translation. La pression d'un gaz provient alors 
des chocs de ses molécules consécutives sur les parois du vase renfermant 
ce gaz. 

De cette hypothèse de Daniel Bernoulli, on déduira, parle calcul, comme 
conséquences, ainsi que M. Van der Waals Ta montré (*), les deux lois de 
Mariotte et de Gay-Lussac, résumées simultanément par la formule 

dans laquelle p représente le volume occupé par le gaz parfait, sous une 
pression p, à la température absolue T, de sorte qu'en désignant par t la 
température ordinaire correspondante, on a 

La lettre II est une constante qui dépend naturellement des unités choisies. 
Si l'on suppose que le gaz parfait occui)e, à o**, l'unité de volume sous une 
pression égale à l'unité, on a 

y>z=:l, i'=:l, T = 273 -h O, 



{^) Pour la rédaclion de ce Chapitre, nous avons grandement profité des publications de 
M. Pli. -A. Guyc, relatives à l'équation des fluides et aux théories de M. Van der Waals : 
Les théories de M. l'an der Waals [Arch, des Sciences physiques et naturel/es {Bibl. 
univ, de Genève), T période, t. XXII, p. 5io]; Les théories de M. Van der Waals 
{Séances de la Société française de Physique, p. 18; 1890); L'équation fondamentale 
des fluides {Revue générale des Sciences, t. I, p. 36:>; i8<jo); Le point critique et l'équa- 
tion des fluides {Bulletin des Sciences physiques, t. III. p. 257: 1890-1891). 

(*) Van der Waals, Over de Continuiteit van den gas- en Vlœistofzustand; Leiden, 
1873. Cette thèse, en hollandais, a été traduite en allemand par le D*" Roth {Die Conii- 
nuitât des gasfôrmigen und flLissigen Zustandes; Leipzig, 1881). 
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d'où 



R= ' 



273 



Successivement, divers physiciens tels que Rankine (^), Hirn (*), Reck- 
nagel (*), se proposèrent de compléter l'équation (I); puis, après ces 
essais, M. Van der Waals démontra (*) que, pour tenir compte, en suivant 
l'exemple de Hirn, à la fois du volume de la molécule gazeuse et des attrac- 
tions mutuelles de ces molécules, il fallait substituer à l'équation (I) la 
suivante 

(H) (^-f- J)(r-^)^RT, 

où a, &, R sont des constantes déterminées pour chaque gaz; p^ p, T gar- 
dant, d'ailleurs, les mêmes significations que dans l'équation (I). On ap- 
pelle pression interne le terme -^y que l'on ajoute ainsi à p^ et, dans cette 

pression interne, la constante a, résultante des attractions mutuelles des 
molécules, est dite attraction spécifique moléculaire. La constante //, 
comme a, très petite et inférieure à l'unité, que l'on retranche du volume r, 
porte le nom de coçolume, et représente, suivant M. Van der Waals, le 
quadruple du volume total occupé par les molécules, tant que le volume 
apparent est supérieur à 26, limite au-dessous de laquelle l'équation (II) 
n'est plus rigoureusement applicable. Ce covolume est d'ailleurs (^) pro- 
portionnel au volume moléculaire vrai d'une molécule supposée sphérique 
et diW pouvoir réfringent moléculaire (®). 



c 
(*) Equation de Rankine : />p = RT— f^ ^ c et R constantes {Phil. Trans., p. 33fi; 

i854). 

(') Equation de Hirn : (/>-+- r)(p — '}') = RT, '^ somme des volumes des atomes, r somme 
des actions internes {Théorie mécanique de ia chaieury 2" cdit., t. I, p. 195 ; i86j. 3* édit., 
t. II, p. 211). 

(») Équation de Recknagel : pv = RT (i -U R constante, B/ fonction de la tempéra- 
ture {Pogg. Ann,, Ergbd., t. V, p. 563 et t. CXLV, p. 469; 1872). 

(*) Van der Waals (Ocer de Continuiteit van dcn gas-en Vlœistofsustandy p. 56; Lei- 
den, 1873). 

(•) Fh.-A. Guye : Le coefficient critique et la constitution moléculaire des corps.au 
point critique {Séances de la Société française de Physique, p. 39; 1890). 

(*) Le pouvoir réfringent moléculaire étant le produit MR du poids moléculaire M calculé 

Fac. de T. — \. G. 12 



G.f)0 U. LALA. 

Clausîus (*), 'remarquant que la pression interne, que M. Van der Waals 
suppose fonction du volume seul, doit dépendre aussi de la température et 
augmenter lorsque la température diminue, fut conduit, par l'examen des 
résultats d'Andrews sur le gaz carbonique, à substituer à la formule de 
M. Van der Waals, celle-ci 

qui donne 

T c 

ot dans laquelle R, c, a et ^ sont des constantes caractéristiques du gaz 
considéré. 

Cette formule, établie par Clausius dans le cas du gaz carbonique, fut 
étendue par M. Sarrau, à Taide de nombres dus à M. Amagat, à Toxy- 
gène (*j), à l'azote et au forméne ('), à l'éthylénc et à l'iiydrogène (*). La 
mise en œuvre, par M. Sarrau, des nombres relatifs au gaz carbonique 
conduisit M. Amagat (•) à proposer une formule contenant celle de M. Van 
der Waals comme cas particulier. C'est qu'en efTct, ainsi que le fit remar- 
quer M. Sarrau, la formule de Clausius elle-même n'est qu'une première 
approximation, et il est nécessaire, suivant une remarque de Clausius, de 

remplacer le facteur tt par une fonction plus générale de la tempéra- 
ture (**). M. Sarrau a déterminé, dans le cas du gaz carbonique, cette fonc- 



/i* — I I 

pour II* = 2 parle pouvoir réfringent spécifique R = — ^ -3 f Ph.-A. Givk, Société fran- 



çaise de Physique, p. 89; 1890, et Arch, des Sciences physiques et naturelles (Bibl. 
unii\ de Genève), 3® période, l. XXIil, p. 204; 1890]. 

(') R. Clvusiis, Sur la manière dont se comporte Vacide carbonique en ce qui con- 
cerne la pression, le volume et la température (Annalen der Chemie und Physiky de 
G. Wiedemann, nouv. série, t. IX, p. 127; 1879). Ce Mémoire, présenté au 52* congrès des 
naturalistes et médecins allemands, le 19 septembre 1879, a été traduit par M. Duhem, dan-^ 
les Annales de Chimie et de Physique, j® série, t. XXX, p. 358; i883. 

(*) Comptes rendus des séances de r Académie des Sciences, t.XGIV, p. 639; 1882. 

(3) Id., t. XCIV, p. 718; 1882. 

(*) Id., t. XCIV, p. 845; i88>.. 

(5) Id., t. XGIV, p. 847; 1882. 

(*) Clausius, Détermination théorique de la tension de vapeur saturée, du volume 
spécifique de cette vapeur et de celui du liquide (Annalen der Physik und Chemie, de 
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lion 0, et montré (*) que Ton avait alors 

/f et £ étant des constantes. Dans ces conditions, la formule de Clausius 
devient celle de M. Sarrau 



OU 

(\y bis) p = ]\ 



RT 



Cette formule de M. Sarrau établie primitivement pour le gaz carbonique 
est, en réalité, beaucoup plus générale. Tout récemment ('), elle a reçu 
une nouvelle confirmation par son application à Tazote et la concordance 
remarquable des résultats avec ceux trouvés expérimentalement par Re- 
gnault et M. Amagat. 

Pratiquement, les trois formules (II), (HI), (IV) donnent, dans les appli- 
cations numériques et comme déductions théoriques, très sensiblement les 
mêmes résultats, en particulier, pour ce qui est relatif aux états que peut 
posséder un fluide et à la notion du point critique. 

IL — Application aux mélanges gazeux. 

Profitant de la remarque précédente, nous raisonnerons sur la formule de 
M. Van der Waals dont la forme est la plus simple. 
Cette formule peut s'écrire 

(11^/5) p=i\JL.l 

de sorte que si nous représentons par 6, et a, le covolume et Tattraclion 
spécifique moléculaire d'un premier gaz simple : hydrogène, gaz carboni- 
que, azote, par exemple, et si nous appelons b.^ et a^ les mêmes constantes 



G. Wiedemann; nouv. série, t. XIV, p. 279, 1881; traduit par MM. Duhem et de Brevans, 
dans les Annales de Chimie et de Physique, 5* série, t. XXX, p. 433; i883. 

(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. CI, p. 941 ; i885. 

(«) Id,, t. GX;28 avril 1890. 
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pour un second gaz simple, nous aurons pour le premier gaz simple 



el pour le second 



Pi = ^i r F' 



Pt «2 T T > 



en désignant par R, et lî^ les valeurs de R dans les deu\ cas, valeurs qui, 
en réalité, sont peu différentes, car M. Sarrau (*) a trouvé : 

Pour le gaz carbonique logR = 0,98692 

» l'azole logR = 0,96815 

n le formène logR = 0,97936 

M riiydrogène logR = 0,97413 

Supposons maintenant les deux gaz simples considérés mélangés, et ad- 
niettons que, quand le volume total occupé par le mélange est représenté 
par I , X soit la quantité du premier gaz contenu dans ce mélange; le second 
gaz y entre alors pour la quantité i — x^ de sorte que le mélange des deux 

gaz est fait dans le rapport — — 

(3n peut admettre que, dans la comprcssibilité du mélange gazeux ainsi 
oblenu, chaque gaz intervient d'abord proportionnellement à sa masse dans 
le mélange, ce qui nous conduit à affecter chacune des constantes relatives 
à un gaz du facteur indiquant sa proportion dans le mélange. 

Dans l'évaluation de la pression/? du mélange, sous un volume ç occupé 
(Tailleurs par chaque gaz, le premier gaz intervient donc par les deux 
termes 

T.r rtr,.r* 

r — 6, Jt: i'^ 



.r 



«■. 



et le second gaz, d'une manière analogue, par 

T(i — x) flr,(i — x)« 

Mais, la pression/? du mélange ne peut résulter simplement de Taddition de 
ces deux effets; car, s'il en était ainsi, la comprcssibilité du mélange serait, 



(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XCfV, p. 639, 718^ 
845; 1882. 
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dans le système de coordonnées que nous avons adopté, linéaire comme 
celles des gaz simples constitutifs. Or, les résultats expérimentaux, consi- 
gnés dans les Chapitres précédents, nous donnent des courbes, il est vrai, 
sensiblement rectilignes dans le voisinage de l'origine où elles vont toules 
passer, mais d'allures hyperboliques. 

Nous sommes ainsi amené à compléter la somme 

T.r ayh'- T(i— .r) aj(i — .r)- 

par Tadjonction d'un terme complémentaire destiné à tenir compte de la 
modification apportée à la compressibilité des gaz simples isolés par le fait 
de leur mélange. Ce terme complémentaire dépend évidemment des pro- 
portions des gaz mélangés, puisque l'expérience nous donne une loi diffé- 
rente, sinon dans son allure générale, du moins dans son amplitude, pour 
chacun des mélanges étudiés; il est, en outre, nécessairement fonction du 
volume gazeux. La forme la plus simple que nous puissions attribuer à ce 
terme complémentaire est donc 

2B.r (1 — ,v) 



ç^ 



Nous n'introduisons ainsi qu'une nouvelle constante B qui sera caractéris- 
tique des mélanges de deux gaz simples déterminés. 

La formule complète relative aux mélanges de deux gaz et dérivant de 
celle de M. Van der Waals serait donc, d'après ce qui précède, 

_, Ta? a^a:^ ^ T(i — j:) «*(! — jc)' 2Ba?(i — ,r) 

P = ^i- — 77-7 nr--+-I^« 



t çt 



* t^ — bxX v^ ^ %> — 62(1 — J?) i^ 

et contiendrait une seule constante nouvelle B (*). 

Si nous admettons que la pression interne est à la fois fonction du volume 



(^) Cette manière d'obtenir la formule relative à un mélange par Taddition d'un lernic 
complémentaire à ceux correspondant aux gaz isolés nous a été naturellement inspirée par 
la loi suivante, absolument analogue, due à M. Ph.-A. Guye : Le coeffîcient critique (rap- 
port de la température critique absolue à la pression critique) qui, à un facteur constant 
près, le même pour tous les corps, est égal au pouvoir réfringent moléculaire, est aussi égal 
à la somme des coefficients critiques des atomes qui constituent sa molécule, augmentée, 
dans certains cas, de coefficients dépendant de la nature des liaisons des atomes entre eux 
[Archives des Sciences physiques et naturelles {Bibl. univ. de Genève), 3* périod«\ 
t. XXIII, p. 20 î; 1890 et Séances de la Société française de Physique, p. 39; 1890.] 
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et de la tempcralure, et si nous partons de la formule de Clausius écrite 
pour un gaz simple, sous la forme (III bis), nous sommes conduit à ad- 
mettre pour un mélange, dans les conditions que nous venons d'examiner 
et pour les mêmes raisons, la formule plus complète 

Ct{i — j?)' 2Bj:(i — ^) . 

dans laquelle les lettres conservent toujours les mêmes signifîcations. 

D'une manière analogue, si nous prenions comme point de départ la for- 
mule (IV bis) de M. Sarrau, nous serions amenés à admettre, pour le mé- 
lange, la formule 






où s'introduisent deux constantes nouvelles B et E. 

Toutes ces formules rendent compte de la forme non linéaire des résultats. 
Dans les limites de nos expériences, il nous serait difficile de choisir entre 
les trois formules auxquelles nous arrivons, mais nous pouvons observer 
qu'au point de vue pratique ce choix est sans grande importance, puisque 
nous avons eu l'occasion de faire remarquer que les trois formules donnent, 
dans le cas des gaz simples, les mômes résultats au point de vue des applica- 
tions. 

Nous remarquerons d'ailleurs que, pour/? inférieur à 233*^"* de mercure, 
les formules, dans le cas d'un mélange de gaz carbonique et d'hydrogène, 
tel que 

.r 0,6166 

I — j: o,3834 

X étant relatif à l'hydrogène, doivent se réduire simplement à la loi des gaz 
parfaits 

On se demande naturellement pour quelles raisons la loi de compressibi- 
lité d'un gaz isolé se trouve ainsi compliquée dans un mélange. A ce propos. 
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nous observerons que nous ne savons rien de ce qui se passe entre les gaz 
mélangés, sous des pressions élevées, au point de vue chimique, par 
exemple, et qu'il ne nous est guère possible, dans les conditions actuelles, 
de nous en rendre compte, puisque nous sommes dans la nécessité de faire 
disparaître les circonstances du phénomène, en revenant dans chaque expé- 
rience aux conditions initiales. 

Les attractions mutuelles des molécules gazeuses peuvent également être 
modifiées dans le mélange comprimé, et il est même possible que le verre 
du tube-laboratoire ne soit pas sans influence et ne détermine certains phé- 
nomènes de condensation. 

Ce sont là de simples hypothèses que nous émettons; peut-être nous scra- 
t-il possible de faire, un jour, des essais destinés à fixer nos idées à cet 



égard. 



Résumé. 



Dans le travail précédent, ayant pour but Fétude de Télasticité de certains 
mélanges gazeux, nous avons : 

i" Imaginé un nouveau mode de représentation des expériences sur 
hi compressibiHté des gaz et appliqué cette méthode aux résultats de He- 
gnault; 

2** Déterminé la loi de la compressibilité des mélanges d'air et de gaz 
carbonique ; 

.V Résolu la même question pour les mélanges d'air et d'hydrogène; 

4** Etudié également, au même point de vue, les mélanges de gaz carbo- 
nique et d'hydrogène; 

5** Proposé une formule, dérivée de celle de M. Van der Waals, pour 
représenter les résultats précédents. 
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